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An unsere Mitarbeiter ! 


Es ist unbedingt notwendig, daß alle zur Einsendung gelangenden Manuskripte 
sowohl vollkommen druckfertig, als auch in gut lesbarer, möglichst Maschinen-Schrift 
gehalten sind, wobei die gotischen und griechischen wie überhaupt alle besonderen Typen 
durch Buntstift bezeichnet werden. Nachträgliche Korrekturen verursachen wesent- 
liche Kosten, die sich naturgemäß auf die Preisgestaltung des Journals mit auswirken 
müssen. Machen sich also aus irgend einem Grunde Text-Änderungen eines Bei- 
trages notwendig, so sind diese der ‚Schriftleitung sofort mitzuteilen, wenn sie die 
endgültige Annahme und Weitergabe an den Verlag meldet; Korrekturen nach dem 
Vorliegen des Satzes dürfen sich ausschließlich auf die Verbesserung von Satzfehlern 
erstrecken. 

Manuskripte, die den eingangs erwähnten Vorschriften entsprechen, ermöglichen 
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leitung die Korrekturen in iypographischer Hinsicht sorgfältige Lesung finden und 
die richtige Ausführung der Autor-Korrekturen genau überwacht wird, hoffen wir, 
auch so allen Wünschen gerecht zu werden. 

Die Herren Verfasser erhalten von Abhandlungen bis zu 24 Seiten Umfang 
100 Sonderabdrucke, von größeren Arbeiten 50 Sonderabärucke kostenfrei, weitere 
gegen Berechnung. | 
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Zwei Bemerkungen zum Klassenkörperturm. 
Von Arnold Scholz in Freiburg (Br.). 


1. Es ist eine bekannte, von Furtwängler aufgeworfene Frage, ob es unendliche 


Klassenkörpertürme gibt, d. h. eine Kette von Körpern: K<K” <K” <.--, in der 
jeder Körper der absolute Klassenkörper des vorangehenden ist, und die dadurch un- 
endlich wird, daß kein Körper der Kette die Klassenzahl 1 besitzt. 

Ebenso wie dieser ‘vollständige Klassenkörperturm’ interessiert der ‘Klassen- 
körperturm in bezug auf eine Primzahl !’: Hier ist die Kette: A < Ky <Kay<-- 
so bestimmt, daß A.) Klassenkörper zur Gruppe derjenigen Ideale j aus Ku) ist, 
für die eine Relation: j’ = (a) mit (r,l) =1; x < Kan besteht. Man nimmt also 
jedesmal nur die Teile des absoluten Klassenkörpers, deren Relativgrad eine Potenz 
von list. Es ist leicht einzusehen, daß für die Körper der beiden Ketten die Relation: 


Ka) <K® gilt. Ist also der vollständige Turm endlich, so auch der Turm in bezug 
auf !. 

Hier soll gezeigt werden, daß man den Grundkörper X so wählen kann, daß die 
Kette: K< Ka < Ka < : : - frühestens bei X), abbricht, daß also noch Ku) # Kun—y- 
Erst recht bricht dann die Kette: X < KV < K®9 < -- - frühestens bei Aw ab. Denn 
in beiden Ketten: K, = K" bzw. K., (vr =0,1,2,...) ist jedesmal Ä,;ı/Ä, der 
maximale Abelsche Unterkörper von ÄK,/K, (n> v), da Ä,.,/K, unverzweigt und 
relativ-reell !), ebenfalls dann Ä,„/K,, und umgekehrt jeder unverzweigte und relativ- 
reelle Abelsche Körper K//K, (überhaupt, bzw. von Primzahlpotenzgrad /!”) im Klassen- 


körper K,:ı/K, enthalten ist. Aus der maximal-Abelschen Kette (K"’) von K"/K 
erhält man aber die maximal-Abelsche Kette (Ä,,,) von Kuny/K, indem man den Durch- 
schnitt von K,„) mit jedem K“ bildet. Wenn also noch Kun + Kun, ist auch 
K® + Kr» 

Wenn ein Körper Ä„/K tatsächlich erst in n Abelschen Schritten erreichbar ist, 
nennen wir ihn und seine Gruppe n-stufig. 

Um einen wenigstens n-stufigen Turm: X < Ka < Kae <<: zu bekommen, 


werden wir den Körper K so wählen: Bezeichnet X, den Unterkörper !-ten Grades des 
Körpers der p-ten Einheitswurzeln (p eine Primzahl der Form !x + 1), so sei K ein 


Produkt: K= KK: K und die Primzahlen p, =A(l) » =A,..„n-+1) 


Pn-+-1? 
der Reihe nach so bestimmt: 

p,ı wähle man beliebig und p, (+ p,) so, daß p, = N(p,) in K,, = K, und alle 
Einheiten von K, I!-te Potenzreste mod p, werden (also auch alle mod p,), und bilde 
dann den Klassenkörper X, zu der Idealgruppe H in K,, deren Ideale j einer Kongruenz 
genügen: 


!) K’/K heißt relativ-reell, wenn jedem reellen absolut-konjugierten Körper zu X lauter reelle konjugierte 
Körper zu K’ entsprechen. 
Journal für Mathematik. Bd. 161. Heft 4, 26 
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ji =a(mod p,); (r,l)=1; a <Kk,. 
So fahre man fort, für »=3,...,n +1 Primzahlen p, und Klassenkörper Ä,/K,_ı 
aufzustellen, nach der entsprechenden Vorschrift: Es soll p, in K,_ı voll zerfallen: 
p, = N(p,), und jede Einheit in Ä,_, !-ter Potenzrest mod p, sein. Ä, soll der Klassen- 
körper zur Idealgruppe 7 > jin Ä,_.ı sein mit: 
Y=a!(modp,); (rl) =1; a <K,.ı. 
Der Grad von Ä,„;+ı ist eine Potenz von !, ebenso die Dichte 7* der passenden 
Primzahlkombinationen: pP, Pa ---,?,;, unter allen Kombinationen mit p, =1(l). 


n+1 
Jedes A, ist absoluter Normalkörper. Ä,„;ı enthält den Körper X = Hl K,,; denn 


a Ka K,/K,-ı gehört die Idealgruppe HA, > ja in K,-ı mit N (j,) = «'(p,); 
a rational. Diese Normbedingung erfüllen aber auch die Ideale |< H; also H < Hy: 
BD K. Weiter ist Ä„+ı unverzweigt über Ä; denn ÄK und KAy„+ı haben beide 


die Differente: (pıPa EWR ee weil a die Differente von 


Ku: K,_,Ko/Ky,:::K,,_, wie von K,/K,-ı ist. Kn+ı ist auch reell, sobald 
K(K,) reell ist. Und da A„+ı schon von Ä, aus in n Abelschen Schritten er- 
reichbar ist, so ist A„+ı sicher im n-ten Klassenkörper A.) des Turms von Ä ent- 
halten. Wenn man nun zeigt, daß Ä„+ı wirklich (n + 1)-stufig ist, so ist Anyı/ÄK 
sicher noch n-stufig, da Ä Abelsch ist, und daher kann Ä,„;ı im Körper Au, des 
Turms von Ä nicht enthalten sein; also Kun) # Kay 

Daß Ä„:ı (n + 1)-stufig ist, kann man nun so folgern: Seien ©,, ©, . . ., ÖOn+ı = © 
die Galoisschen Gruppen von K,,Kz,..., Kn+ı (eine Faktorgruppenfolge), und sei «, 
eine Zahl aus Ä,_ı (r =1,...,n + 1), die !-ter Nichtrest nach p,, aber !-ter Rest nach 
allen übrigen Konjugierten p?(T < © _,) ist, so daß sich jede Zahl aus X, _, dar- 
stellen läßt: 

y= af" (mod p,), 

wo F(T) eine mod! eindeutig bestimmte Linearverbindung von Gruppenelementen 
T < 6&,_ı ist, also dem aus ®,_ı gebildeten Ring R,_ı angehört. Zwei mod / inkon- 
gruente F(T) bestimmen zugleich zwei verschiedene Idealklassen von Ä,/K,_ı, da alle 
Einheiten /-te Potenzreste mod p, sind. Ist nun €, die Gruppe von Ä,/K,_ı und S, <&, 
die Substitution, die zur Klasse von x, (dem allgemeinen Reziprozitätsgesetz zufolge) 
gehört, also allgemein af — SF, so bilden die ST(T < ®,_ı) eine unabhängige 
Basis für die Untergruppe der 5?“ von &,. ($7 bedeutet die Transformation 7’ S, 7’ 
von S, mit einem Element 7’ < &,, für das 7’, = T gilt; sie ist nur von der Neben- 
gruppe nach €, abhängig, in der 7’ liegt; man kann daher sowohl 7 als S7’ schreiben.) 
S, sei ein Repräsentant für S, in & ($S,&, = $,). — Allgemein bedeute ‘S in ©’ das 
Element von ®, das durch $ repräsentiert wird, wenn © Faktorgruppe einer Gruppe ist, 
in der S liegt. 

Wir suchen jetzt, um die (n + 1)-Stufigkeit von ® zu zeigen, ein Element von 
& auf, das in ©" (der n-ten Kommutatorgruppe von ®) liegt, aber noch nicht das Ein- 
heitselement ist. Bedeutet allgemein: 


($,TJ= T"STS" 
— ST”, wenn S in einer Abelschen invarianten Untergruppe der ganzen 
Gruppe liegt, so bilden wir: 
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(=; 
( 2 =. (S,, S,), C3 — (52, 5); 
( eo (C’3, C,) == ( (5}, Sg, 53), ( 3 ( (S,, S,, 54); 
allgemein: C,41 — (C}, C,) = E (S,, .. 0, Des k w 1)» Er 1 E (57, ..00.g De 5, 9); 
schließlich: 
En | _ (Ca Car 
C ist dabei jedesmal ein formales Potenzprodukt in Gruppenelementen, das durch 
die angegebenen Kommutatorbildungen: (C/, C,) definiert ist. 
C', liegt in der Kommutatorgruppe &’, ebenso C3; demnach C, < &’. Allgemein 
a. ‘ . v—] . vv. y . „ ° 
erhält man, wenn (€, in gr? liegt, daß dann auch € in gr? liegt; denn €, ist 
formal dieselbe Kommutatorbildung, nur in andern ‘“Variabeln’ $,, und es ergibt sich, 
’ u . a A ” EEE, j r 
daß C,.ı in 8" liegt, als Kommutator zweier Elemente aus S"®. schließlich also 


Cn:1< ©". Daß nun C,;ı + E gilt, zeigen wir durch folgende Relationen: 


C, = Sr. 
v CG—1 . 
a ra a ee 5 in &,. 
’ C,—1) (C . 
ET ea in &, 
o,— 1-1)... —) 
Cr = Söhı = 3..- a 





Diese Relationen gelten sogar absolut in ®, wenn man die Schreibweise: S”' ” 
für S”'.$” auch bei Nichtvertauschbarkeit der Konjugierten zuläßt; nur hat man 
dann die Reihenfolge der Summanden in dem symbolischen Exponenten zu beachten; 
speziell bleibt: ($, 7) = S’". 

(Es bedeutet natürlich nach wie vor: S”® = ($”)®, so daß für die Exponenten 
noch das eine Distributivgesetz: F(G + H) = FG-+ FH gilt, weil 


s@+B) an 4 5 sre gr 


bedeutet, während man (G + H)J im allgemeinen nicht durch GJ + HJ ersetzen darf.) 


Gilt nämlich in ©: 
EEE, 


so gilt entsprechend: 


‚ 2.1: 0, —V 
6 B +1 1 , 


und es ergibt sich: 
‚ G—1)-+-(C,_41—DI(e,—) 
(C,,C,) = Sr 1 


Wir benutzen hier nur: 
II (,—v 
©, ze ge in u 
dafür aber die dann vorliegende Kommutativität der Addition in den Exponenten, 
indem wir zeigen: Ist C, # Ein ®, (a < »),soistauchC, Em ©, (r=1,...,n —1). 


Wäre nämlich: 


II (0, 
a — E ın $,, 


26* 
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also wegen der Unabhängigkeit der ST <6,-jN): 
HC, —2) = - + Cu,Ca Ca, = 0 (mod I) in R,-ı, 


n<v <<... <fp<v 
so müßten, da 1 selbst als Summand vorkommt, mehrere der 2°" Summanden = +1 
sein, also in ®,_ı wenigstens eine Beziehung: 
C„Cn'''Cu=E 
mit 4, < u << ur <r; r>0 gelten. Das hieße aber: 
C„=Ein 6®,. 
Also C, #E in ®,; schließlich C„;ı #E in ©. 

Damit ist: der Beweis für die (n + 1)-Stufigkeit von ® erbracht. Der Körper 
K=KuRyn' Kan 
ein beliebiger zyklischer Körper I-ten Grades A, Ps...2n4,1 Mit der Diskriminante 
(PuPa= = Pay) 

2. Wir waren bei dem Körper K}, Kr), :: K,, „, dadurch zu einem hohen Klassen- 
körperturm gelangt, daß wir für die p, eine Reihe von /-Potenzrestbedingungen auf- 
stellten; man wird danach vermuten, daß man durch Aufstellen von Nichtrestbedin- 
gungen zu einem niedrigen Klassenkörperturm gelangen kann. Wir wollen zeigen, daß 
man noch Produkte von drei Körpern Ä%, bestimmen kann, die einen O-stufigen Turm 
haben, also einklassig sind (d. h. eine zu ! prime Klassenzahl haben; wir betrachten immer 
iur die /-Teile der Klassenkörper und Klassengruppen). 

Es folgt dann leicht (s. u.), daß ein beliebiger zyklischer Teilkörper K = Ky nr. 
mit der Diskriminante (p,pzp;)' “ des einklassigen Körpers K = K}, K7, K,, die Eigen- 
schaft hat, daß schon in einem über Ä relativ-zyklischen Unterkörper K’ des Klassen- 
körpers K alle Ideale von K zu Hauptidealen werden, was für mich der ursprüngliche 
Zweck der Bestimmung des Körpers K war!). 

Den Körper K = K5, K%, K}, bestimmen wir nun so: p, sei eine beliebige Primzahl 
der Form !x +1, p, I-ter Nichtrest mod p,, ps I-ter Rest mod p, (ps = N(p,) in K7), 
aber Nichtrest mod p,. Außerdem sei die (S — 1)'"*-te Potenz 7, der relativen Grund- 
einheit e, in X,, kein I-ter Potenzrest mod p,, wobei S eine erzeugende Substitution in 
Ky, ist ?).. Für = 2 muß man, damit alles so wie für 1> 2 vorläuft, noch verlangen, 
daß X, = Kr, K,, reell ist, also p, =p, =1 (4). 

Erfüllbar sind diese Bedingungen, auch was die Wahl von p, betrifft; denn be- 

I 


hat also einen mindestens n-stufigen Turm; erst recht dann 


trachtet man den Körper: K* = K,,(£,V ,) vom Grade (l — 1)®, so braucht man in 
diesem nur ein unverzweigtes Primideal p5 zu wählen, dessen Zerlegungskörper zwar 


ı_ 
K5,(£), aber weder X7, noch / n, enthält, sondern einer der übrigen ! — 4 Zwischenkörper 
zwischen Ä5,(£,) und X* ist. Dann ist p, durch N(p%) = pl, passend bestimmt. 


!) Beispiele dafür, daß schon in einem Teilkörper des Klassenkörpers alle Ideale des Grundkörpers zu Haupt- 


idealen werden, finden sich für 1= 2 (der Körper P(j/ — 21)) bei Ph. Furtwängler: Über das Verhalten der Ideale 
des Grundkörpers im Klassenkörper, Monatshefte f. Math. u. Phys.27 (1916), S.1—15; für! > 2 bei F. Pollaczek: 
Über die Einheiten relativ-Abelscher Zahlkörper $ 8, Math. Zeitschrift 30 (1929), S. 520-551. 

2) Das bedeutet für != 2, daß e, nicht quadratischer Rest ist, im allgemeinen, daß e, in einem Restklassen- 
verband liegt, der keine (S — 1)?-te Potenz ist. Wählt man für 1 > 2 das Vorzeichen von e, so, daß N(&)= +1, 
dann ist e, eo ipso (S — 1)-ter Potenzrest, und für diesen Fall bedeutet die genannte Forderung, daß e, kein (S — 1)?-ter 
Potenzrest ist. 
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Um nun zu zeigen, daß unter diesen Bedingungen der Körper K = K,, K,,K), 
einklassig ist, stellen wir folgende Überlegungen an, die von allgemeinerem Interesse 
sind: 

1. Ein Körper K,, ist, wie wohl bekannt, einklassig (stets in bezug auf ! gemeint). 
Da die Normen von Resten mod p aus Ä,, mit den rationalen I-ten Potenzresten mod p 
übereinstimmen, also die Faktorgruppe nach den Normenresten von der Ordnung 2 ist, 
so ist X, eingeschlechtig und daher auch einklassig (vgl. H. Hasse: Bericht über 
Klassenkörper I, Satz B’”’”’; Jahresber. der D.M.V. 35 (1926), S. 24). 

Dieselbe Überlegung gilt für relativ-zyklische Körper K/K, vom Grade I, wo K, 
einklassig: Ist f ' die Diskriminante von K/K, und die Strahlklassengruppe mod | in 
K, zyklisch, so ist K einklassıg. 

Ist z. B., wie in unserem Falle, K,, der einklassige Grundkörper, und zerfällt p, 
in K,, nicht, so ist der Körper K,, = K,,K7, zum Führer p, einklassig. 

Wir hätten sogar p, als !-ten Potenzrest mod p, wählen können, nur dann so, daß die relative Grundeinheit 
& von K,, kein (S— 1)?-ter Potenzrest (für != 2 kein quadratischer Rest) mod p, ist; denn dann werden von 
den ! Basisrestklassen mod p, schon 1— 1 durch die Restklassen verschlungen, in denen Einheiten liegen !). Die 
Klassengruppe mod p, in K E ist also auch hier zyklisch, und demnach K,, einklassig. 

Durch Vertauschung von K 4 und X A in diesen Betrachtungen folgt übrigens: 

a) Sind p,, P, gegenseitig I-te Potenzreste, und ist die Grundeinheit e, von K' 


p 
kein quadratischer Rest) mod p,, so ist auch die Grundeinheit e, von K', kein ($S — 1)-ter Potenzrest (für 


kein ($ — 1)2-ter Potenzrest (für 

i= 8 

I= 2 kein quadratischer Rest) mod p,. (S sei jedesmal eine erzeugende Substitution der Galoisschen Gruppe.) 
b) Ist p, I-ter Potenzrest mod p,, aber nicht umgekehrt, so ist e, kein (S — 1)*-ter Potenzrest mod p, (l > 2). 


2. Ist K, ein einklassiger Körper, relativ zyklisch vom Primzahlgrad | über einem 


Körper K,, und geht im Führer f von K,/K,, der zu 1 teilerfremd sei, höchstens eine Prim- 
stelle?) aus K, auf?), so ist jede Einheit aus K, Relativnorm einer Einheit aus K,.*) 


Die Relativnormen von Einheiten aus Ä, machen in Ä, im allgemeinen eine Unter- 
gruppe W aller Einheiten von einem Index !” aus. Wäre » > 0, so kann man ein Prim- 
ideal q aus X, bestimmen, für das alle Einheiten aus N, aber nicht alle Einheiten über- 
haupt, /-te Potenzreste werden. Dann gibt es über Ä, zum Führer q einen Körper I-ten 
Grades: Da in K, alle Ideale nach Voraussetzung Zahlideale sind, kann man dort die 
Hauptklasse aus den Idealen (x) bilden, deren Relativnormen N(x) in Ä, I-te Potenz- 
reste mod q sind. Durch Multiplikation von x mit einer Einheit e in Ä, wird ja der 
Potenzrestcharakter von N(x) nicht geändert, da N(e) in N liegt. Der zugehörige 
Klassenkörper X,/K, wäre Galoissch über Ä, vom Grade /?, also ein Abelscher Körper, 


und zwar zum Führer fq (relativ-reell !). 


Der Fall f = 1 fällt jetzt schon fort; denn q kann nicht Führer in Ä, sein, weil 
nicht alle Einheiten aus Ä, !-te Potenzreste mod q sind. Es bleibt der uns nachher 


!) Vgl. die Ausführungen auf $S.206. Es würde dann allerdings umgekehrt p, I!-ter Nichtrest von p, 
werden, wie eine eingehendere Untersuchung ergibt. 

2) Definition s. H. Hasse: Bericht über Klassenkörper I a, $2; Jahresber. der D. M. V. 36 (1927), S. 235. 

3) Weil K, selbst die Klassenzahl 1 hat, hat X, entweder die Klassenzahl !, und dann ist f — 1, oder es ist 


f ein Primideal, und dann hat X, selbst die Klassenzahl 1. Eine unendliche Primstelle kommt allein als Führer 





nicht in Frage, weil der Grundkörper schon stets die Einheit — 1 erhält (also f = fl. 


4) Für f=1 vgl. Ph. Furtwängler: Existenzbeweis für den Klassenkörper, Math. Ann. 63 (1907), Satz 7 
S. 20, 
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interessierende Fall, daß f ein Primideal p(+ q) und X, einklassig ist. Dann kann K,/K, 
nicht zyklisch sein; denn es ist p = p/ in Ä,, aber p, #p3 in ÄK,: der Trägheitskörper 
von p muß ein Ä, nicht enthaltender Unterkörper Ä, (l-ten Grades) von K,/K, sein. 
K‘/K, müßte dann Klassenkörper zum Führer q sein, was nicht möglich ist. Also ist 
v=0(0.?!) 

Kehren wir zu unserm Körper: X = K%, K},K,, zurück, so können wir also 
schließen: Da Ä,, einklassig und sein Führer p, in K,, noch ein Primideal ist, so ist 
jede Einheit von X%, Norm einer Einheit aus X). Da nun p, = N(p,) in X), und p, 


noch Primideal in Ä,,, ferner die Grundeinheit e, von X}, kein (S, — 1)?-ter Potenzrest 
(bzw. quadratischer Rest) mod p, ist, so folgt aus e, = N(n) in K,,, daß auch für n 
keine Kongruenz: 


za (modp); sß<K 
gelten kann, da sonst durch Normbildung in X}, folgte: 
aA (modpo); am hr < Kr. 

(S, sei jedesmal erzeugende Substitution der Trägheitsgruppe eines Primidealteilers 
von p,.) 

In X,, kann man nun, da X, der Zerlegungskörper von p, ist, eine Zahl « so 
bestimmen, daß sich alle (zu p, teilerfremden) Zahlen aus Ä,, darstellen lassen: 

yzoar) # (modp); P<Kn 


F (mod !) charakterisiert den Restklassenverband. Die gegenüber $, invarianten Ver- 
bandsuntergruppen (x = 0,1,...,!; %: Hauptverband) sind durch (SS, — 1)" F 
(mod !) charakterisiert. Die Einheitenuntergruppe ist offenbar %,, da schon n nicht 
mehr ?$, angehört, andererseits aber alle Einheiten e ?%, angehören; denn sonst hätte e 
selbst die Eigenschaft, daß sich alle Zahlen y aus Ä,, darstellen lassen: 


yzaeı) Hp), P<Ko, 
und alle Zahlen y, aus X}, dann: 


y=a "ßı (mod P3), Pı< K,, 
während doch schon e!+°:+ “+3 = +4, und für 1=2: (—) —=4. Es ist da- 
3 


her die Idealklassengruppe mod p, in K,, zugleich mit %,/%ı zyklisch und damit X 
einklassig. 

Es ist anzunehmen, daß man durch Verfeinerung dieser Methode auch zu ein- 
klassigen Produkten von mehr als drei Körpern K, gelangt. 


!) Daß v= 0 ist, kann man für l>+ 2 in dem uns nachher interessierenden Fall, daß Z, nicht in X, liegt 


einfacher soschließen: Ist 7}, . . -, 9, 94, - - -, 7, ein Fundamentsystem von r=_ + » EinheitenausK,, &,.. .,&,21 
ein System von r + 1 relativen Grundeinheiten in X,, und erzeugen n,,.. . ‚27 die Gruppe N der Einheitsnormen 
vom Index !-, so kann man &,...,£,,, 50 transformieren, daB N(e&,) = n1, N(&) = nz... , N(ee) = ne und 


N(&)=1für oa>o. K, enthält demnach » + 1 unabhängige Einheitenkomplexe mit der Relativnorm 1 und 
damit v + 1 unabhängige Zahlideale (&,), daB e, = ee und kein wirkliches Potenzprodukt der (x,) ein Zahlideal 
aus K, ergibt. Solche Ideale (xs) sind aber entwedergebrochene Potenzen (wo) 
Ideale as aus K,, die erst in X, zu Hauptidealen werden. Ist nun der Führer f von K,/K, ein Primideal, so gibt 
es nur ein (xs) von der ersten Art, da X, mit K, einklassig ist; ist hingegen f=1, so gibt esnurein (&) von der 
letzten Art, da K, einklassig ist. In jedem Falle ist also v+ 1= 1. — Siehe hierzu schon T. Takagi: Über eine 
Theorie des relativ Abelschen Zahlkörpers, Journ. Coll. Science Tokyo 41 (1920), Satz 12, S. 39. 


UF von Zahlidealen (ws) aus X, oder 
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von K schon 


Um nun noch zu zeigen, daß die Ideale eines Unterkörpers KF, 7, », 


in einem Zwischenkörper zu Hauptidealen werden (s. o0.), zeigen wir allgemein: 


Ist der absolute Klassenkörper K eines Körpers K einklassig, so werden schon in 


einem (jeden maximalen) zyklischen Unterkörper von K/K alle Ideale von K zu Haupt- 
idealen. (In dieser Fassung sowohl auf den Klassenkörper in bezug auf l als auf den 
vollständigen anwendbar.) 


Ist nämlich X’ ein beliebiger Körper zwischen X und X, K’ der Klassenkörper 
von K’, © die Galoische Gruppe von K/K, $ die Untergruppe von ®, zu der Ä’ gehört, 
und 9 die Gruppe von K’/K, so gehört eine Idealklasse, die in X zur Substitution S 
von ® gehört, in X’ zur Substitution S'=R von 9, wo 5 ein Repräsentant für $ ın 
9, f die Ordnung von SS ist und R ein vollständiges Restsystem mod 9 in 9 durch- 


läuft (vgl. etwa: E. Artin, Idealklassen in Oberkörpern und allgemeines Reziprozi- 
tätsgesetz, Abhdlg. d. Math. Sem. d. Univ. Hamburg 7 (1929), S. 46—51. 


Wenn nun S’=* — E, geht die in K zu S gehörige Idealklasse in A’ ın die 
Hauptklasse über. Ist nun Ä einklassig, so kann man schon, wenn $,,...,S„ eine 
Basis für & und 5, von Maximalordnung m ist, 9 = {[S,, Sz, . . .,. S„} nehmen; es ist 
wegen der Einklassigkeit von K jedenfalls X’=K, somit 9 = ©, sodaß jedes $ aus 
“in F?_"=E übergeht. 


3 
In unserm Fall: K = Ky,nn, ist K=IIK,, weil einklassig, schon der absolute 


v=] 


Klassenkörper. 





Eingegangen 3. Januar 1929. 











Zur Theorie der unbeschränkten Matrizen. 


Von J.v. Neumann in Berlin. 


Einleitung. 


I. In einer früheren Arbeit!) wurde die Theorie der Hermiteschen Operatoren 
(kurz: H. O.) des Hilbertschen Raumes behandelt, und unabhängig von jeder Beschränkt- 
heits- oder Regularitäts-Annahme die Diskussion ihres Eigenwertproblems durchge- 
führt. In bezug auf die hierbei erzielten Resultate sei auf die genannte Arbeit ver- 
wiesen, auf die wir uns hier auch sonst stützen werden. Der Gegenstand der vorliegenden 
Arbeit ist, die Theorie von den Operatoren auf die Matrizen zu übertragen. 

Das Verhältnis Operator-Matrix — das in endlichvieldimensionalen (Euklidi- 
schen) Räumen, und auch im Hilbertschen Raume bei beschränkten Operatoren, ein 
einfaches und zwar ein ein-eindeutiges ist — weist nämlich bei unbeschränkten Operatoren 
des Hilbertschen Raumes neue Züge auf. Es ist dort wesentlich komplizierter, und die 
Theorie der Matrizen ist keineswegs, wie in den obengenannten Fällen, mit der der Ope- 
ratoren gleichbedeutend und gleichlautend. Der Umstand an dem dies liegt, läßt sich 
wohl am besten dadurch kennzeichnen, daß man im Endlichvieldimensionalen, und 
auch im Hilbertschen Raume bei beschränkten Operatoren, einem H. O. R und einem 
willkürlichen vollständigen normierten orthogonalen System (kurz: vollst. norm. orth. 
System — bezüglich dieser und aller folgenden Begrifisbildungen vgl. etwa A.E. 
Kap. I) 9,,95,... eine Matrix A = {a,,} zuordnen konnte: 

dw = (Pu, RY,) (u, von 1, 2, .. .) . 
Bei einem unbeschränkten Operator R aber, der nach einem Satze von Toeplitz nicht 
überall sinnvoll sein kann (vgl. z. B. A. E. Satz 48 und Anm. 61), ist diese Bildung über- 
haupt nur dann möglich, wenn alle Ry,, RYs,,... sinnvoll sind. Und auch wenn dies 
der Fall ist, treten in der Transformationstheorie dieser Matrizen eine Reihe von Kon- 
vergenzschwierigkeiten und Beschränkungen auf, die der „beschränkten“ Theorie 
völlig fremd sind. 

So kommt es, daß z. B. die allgemein übliche Zuordnung Operator— Matrix nicht 
einmal unitär-invariant ist (vgl. Satz 3, 4). Infolgedessen kann, obwohl bei den Ope- 
ratoren alles recht vernünftig ist (vgl. die Resultate von A. E.), bei den Matrizen eine 
eigentümliche Pathologie bestehen. Wie weit diese geht, ist aus dieser Arbeit zu er- 
sehen, vgl. hauptsächlich Satz 6, 8, 9, 10, 14. Es gelingt aber trotzdem, eine ziemlich 
gute Übersicht über die hier herrschenden Verhältnisse zu gewinnen. 

II. Zu erwähnen ist noch, daß während bei Operatoren in A. E. überhaupt keine 
Beschränktheits-ähnlichen Annahmen gemacht werden mußten, hier immerhin eine 
(wenn auch recht schwache) Bedingung zu stellen ist: die Endlichkeit aller Zeilen-Ab- 


!) Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren, Math. Annalen Bd. 102/1, Seite 49—131. 
Sie soll als „A. E.“ zitiert werden. 





% 
5 
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R 


solutwertquadratsummen 92; a, (a =1,2,...; — natürlich dürfen beliebig große 
1 


Zahlen darunter vorkommen). Dies liegt daran, daß einem ganz wıllkürlichen H. O. R 
(und einem vollst. norm. orth. System %,, %s, . .. mit lauter sinnvollen Ry,, Rosa, - - .) 
nicht eine beliebige Hermitesche Matrix A ={a,,} (a, = a,,) entspricht, sondern 


0 


eine mit lauter endlichen 93; |@„,|? — das wurde in A. E. Anhang III gezeigt. Diese 
1 


Matrizen, wir werden sie Hermitesch quadrierbar (kurz: H. quadr.) nennen, bilden 
also den Gegenstand unserer Untersuchungen. Ihre Theorie wurde bereits im genannten 
Anhang III in Angriff genommen; an diesen werden wir im folgenden anknüpfen. Die 
für uns wichtigsten Resultate und Definitionen werden wir zwar wiederholen, im allge- 
meinen müssen wir aber die Terminologie und die Resultate von A. E. benützen. 

Ill. Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß unsere Untersuchungen in enger 
Beziehung zur neuen Quantentheorie stehen, zur sog. „Matrizentheorie‘‘ und ‚Trans- 
formationstheorie‘‘ — deren mathematischer Apparat in erster Linie von den unitären 
Transformationen unbeschränkter (aber in allen Fällen quadrierbarer) Hermitescher 
Matrizen gebildet wird ?) — was gerade der Gegenstand dieser Arbeit ist. Es zeigt sich 
indessen, daß von den einfachen Verhältnissen, die bei endlichvieldimensionalen, sowie 
bei unendlichvieldimensionalen aber beschränkten Matrizen bestehen — und deren 
Fortbestehen auch im Unbeschränkten für diese Theorien höchst wesentlich zu sein 
scheint — nur sehr wenig übrig bleibt. Bei Operatoren ist wohl das meiste in Ordnung 
(vgl. A. E.): das Eigenwertproblem hat keine oder genau eine Lösung, und wenn es keine 
hat, so treten an Stelle der Hilbertschen ‚„Spektralform‘‘ andere einfache Normalformen, 
usw. Bei Matrizen aber herrscht, wie in I. angedeutet wurde, eine so unerwartete Patho- 
logie, daß ein Aufbau auf dieser Grundlage recht schwer zu sein scheint. Das eigen- 
tümlichste dabei ist, daß sich die Hermiteschen Matrizen verhältnismäßig vernünftig 
benehmen, die eigentliche Quelle der Pathologie sind die unitären Transformationen 
(von denen dies, wegen ihrer Beschränktheit, eigentlich nicht zu erwarten war). Wir 
werden dies im folgenden noch genauer auseinandersetzen. 


I. Die unitär-konvergente Äquivalenz. 
1. In A. E. Anhang III, nannten wir eine unendliche Matrix A = {a,} 


(„» =1,2,...) H.quadr., wenn a,, = a,, gilt, und alle B3 'a,.,|® endlich sind. Wenn 
1 


91 9%... ein vollst. norm. orth. System ist, so wurde durch Ro, = VS’ ag, (Rf 


1 
sonst sinnlos !) der elementare Operator von A,{9,, 92, -. .} definiert — die H.O. A 


und AR (vgl. die diesbezüglichen Ausführungen in A. E., insbesondere Satz 9 und An- 
hang III 1.) waren der lineare bzw. der abgeschlossene lineare H.O. von A,{p,, 9: --} 
jr 


Der Definitionsbereich von R sind alle Eu Pe (N =1,2,...), der von AR ist 


X 


.. 


schwerer zu charakterisieren. Dagegen waren die Erweiterungselemente f = Var, gu 
1 
und die ihnen zugeordneten f* (vgl. A. E. Anhang III 1.) leicht angebbar: man bilde 


2) Zusammenfassende Darstellungen dieser Theorie gaben Jordan, Zeitschr. f. Phys. Bd. 37, Seite 
383, und Dirac, Proc. Royal Soc. Bd. 113 A, Seite 621. Vgl. auch das Buch von Weyl, Gruppentheorie 
und Quantenmechanik, Leipzig 1928. 
Journal für Mathematik. Bd. 161. Heit 4, 27 
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oo 
y,= 34 AuyKy 
1 


(alle Reihen konvergieren absolut), f ist Erweiterungselement wenn P2 |9,|)? endlich 
l 


o 


je +) 


ist, und dann f* = N y,9,. (Dies ist insbesondere der Wert von Rf oder Rf, wenn diese 
1 


Sinn haben.) 

Ferner wurde gezeigt, daß zu jedem abgeschlossenen linearen H.O. (kurz: abg. lin. 
H.O.) Reine H.quadr. Matrix A = {a,,} und ein vollst. norm. orth. System 9,, 93: - - 
gefunden werden kann, so daß AR der abg. lin. H. O. von A,{p,, 9%...} ist. D.h.: 
die abg. lin. H. O. aller A,{p,, 92, .. .} machen gerade die Gesamtheit aller abg. lin. 
H. ©. aus. 

Die Zuordnung ist aber ein-mehrdeutig in dem Sinne, daß ein abg. lin. H. O. R 
zu mehreren A,{9,, %3,...! gehören kann. Dies wollen wir jetzt näher untersuchen. 

2. Wenn R und 9, %s,-.. gegeben sind, so ist dadurch A bestimmt; denn R 
soll der abg. lin. H. O. von A sein, also Fortsetzung seines elementaren H. O. 5, also 


Spu = »rau,P, Au = (Spa %,) . (Ron, P,)- 
1 


Wenn wir aber %,, 93... irgendwie (mit sinnvollen Ry,,R%s,...!) wählen, und 
A ={a,} mit a, = (Ro,, 9) bilden (es ist H.quadr., vgl. A. E. Anhang III) 
und die zu A,{g,, %s, - . .} gehörigen Operatoren S, $, 5 (elementar, lin., abg. lin.), so 
ist jedenfalls 


SYpu =D awp, = N (Rp., 9)'9, = Rp,, 
1 1 


also R Forts. von 5, und weil es abg. lin. ist, auch von $S,S — aber R = $ ist zunächst 
fraglich. 

Die Verhältnisse liegen vielmehr so: 

Satz 1. Sei Rein abg. lin.H.O., 9,, 9... ein vollst.norm.orth. System. 
Wenn es eine (H. quadr.) Matrix A = {a,,} gibt, so daß A der abg. lin. H. O. 
von A, {g,, #%%,...} ist, so müssen jedenfalls alle Ry, Ry,... Sinn haben, 
und es muß a,=(9,,Rg,) sein — d.h. es gibt zu gegebenen 9, 92... kein 
oder genau ein A. 

Wenn AR beschränkt ist, gibt es wirklich zu allen 9,%s,.-- ein 
solches A; ist es aber unbeschränkt, so gibt es immer sowohl solche 
9%... für die A existiert, als auch solche, für die das nicht der 
Fall ist (wobei sogar alle Ry,Rgo,... sinnvoll sind!). 

Beweis: Die erste Gruppe von Behauptungen besteht aus schon vorher bewie- 
senen Tatsachen, wir müssen also die zweite betrachten. 

Sei R beschränkt. Es ist überall sinnvoll (A. E. Satz 48, &, y), wir können zu 
1, fa, ... das A und dessen Operatoren S, S,S bilden. Wir sahen, daß R Forts. des 


abg. lin. H. ©. $ ist, da A beschränkt ist, muß S=R sein (A.E. Satz 48, a, ö)°?). — 
Sei R unbeschränkt. Daß %,, %,, ... so gewählt werden kann, daß A existiert, wissen 
wir schon; es gilt die andere Möglichkeit zu exemplifizieren. A ist sicher eig. Forts. 


») Bei beiden Anwendungen des ziemlich tiefen Satzes 48 kommt es nur auf die triviale Hinreichendheit 
seiner Beschränktheitskriterien an. 
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eines abg. lin. H.O. T (A. E. Satz 48, x, ö), dieser ist sicher der abg. lin. H. O. geeigneter 


A,{91 9»: Daalle Typ, To,,... sinnvoll sind, sind es auch alle Ry,, RYs, : - - 
und es ist 


A={au} aw=(P,T9,) = (p,Rp,); 
trotzdem ist der dazugehörige abg. lin. H.O. T+#R. 

3. Schon in A. E. Anhang III haben wir erörtert, wie zwei A, {ypy, Pa ::-} 
und B, {y,, %a - -.}, die denselben abg. lin. H.O. haben, zusammenhängen. Um den 
Gegenstand wieder aufnehmen zu können, definieren wir zuerst: 

Definition 1. A = {a,,} sei eine H. quadr. Matrix, U = {u,,} eine unitäre Matrix 
d.h. es soll 


% R 


. 1 füru=rv l fürru=» 
. 9 En En 
gelten. Wir nennen U auf A konvergent anwendbar, wenn die folgenden Bedingungen 
erfüllt sind: 


ne) 


% 

. . - . . 

x. Die Reihen 2 Ayo Ugy; Ne Ayo U,„ konvergieren sowieso absolut*), außerdem 

ge 
l l 


DD D nn » 
° ann | | . . . 
sollen auch die Summen ° VG A,0lloy 2, yo 2 Ayo Ugy q endlich sein (wenn es die 
l 1 1 1 


eine ist, ist es auch die andere >)). 
I nn .. 2 
ß. Infolgedessen konvergieren die Reihen B2; (>; rn uu.), & ( P3; Ayo Upn Us h 
1 1 1 
n n 


absolut 6), sie sollen dieselbe Summe haben (d.h. 22 92; sollen vertauschbar sein). 
1 1 
Den gemeinsamen Wert der beiden Summen nennen wir b,,: 


bu, = SE IF are üne ur) = 2 SE ann un). 
1 1 
= {b,,} ist dann die Transformierte von A. — 


Matrix B ist wieder H. quadr.: bu, = bu folgt sofort aus der Definition, 
und die Endlichkeit von 5 bu, |? = B>iP: ® Ayo ic) Us, ® folgt aus der von 


© & 
91 2: Ayo Up, » und der Unitarität von {u„,}?). 
N 1 
Be, In} ee) 0) ” ee 
*) Weil do laso |?, do |woa®=1, >? |ao0 |? = De |aog |?, De |üoul? — 1 alle endlich sind. 
1 1 1 1 n 
© z. Az 
5) Denn es ist 2? Ago Upn = Drüop pn. 
N 1 
ee o > / © | 
°) Wir können sie in der Form | do Apo v.) pn, 2, (5 Aoo Tan) uo schreiben. 
1 1 ey 
& an 


?) Wenn do [20]? endlich ist, so sei /= Zu Yo, dann ist 


1 
B5 Fu 9) (9 9) = (hh y): 
SE Fre wort = E10, vor= = Draft. 
1 1 1 
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Definition 2. A = {a,,} sei eine H. quadr. Matrix, @,, $,... ein vollst. norm. 
orth. System. Wenn U ={u,,} eine auf A konvergent anwendbare unitäre Matrix ist, 
so verstehen wir unter der Anwendung von U auf A,{o,, %%,...} das Folgende: Man 
bilde die H. quadr. Matrix B nach Def. 1 und das vollst. norm. orth. System der 


Yn Yan 9, = Du, 9,°) — dann ist B, {yı, Ya... .} das transformierte System. 
1 


Zwei willkürliche A, {op}, %%,...} und B, {y,, Ya, ...} heißen konvergent-unitär 
-äquivalent (kurz: k. u. äquivalent, natürlich sollen A, B H. quadr. sein, und 9,, 9%: - - 
und %,, %g,... vollst. norm. orth.), wenn eine unitäre Matrix, die dieses bewirkt, 
existiert °). 

Wir werden im folgenden A, {9}, %, . . .} alle Eigenschaften seines abg. lin. H. O. 
zuschreiben — d.h. es max., hypermax. (A. E. Def. 7, 9), definit, beschränkt, halb- 
beschränkt (A. E. Def. 12), Forts. oder eig. Forts. eines anderen solchen Systems (A. E., 
vor Satz 9), usw. nennen —, wenn sein abg. lin. H.O. die betreffende Eigenschaft hat. 
Max., Hypermax., Definität, Beschränktheit und beide Halbbeschränktheiten kommen 
sogar A an und für sich zu; denn wenn ein A, {9}, 93, - . .} sie besitzt, so besitzen sie 
alle A, {y1, Ya, .. .}, da der Übergang vom einen zum anderen durch einen Isomorphis- 
mus von 9 bewirkt werden kann, bei dem diese Eigenschaften invariant sind. 

Satz 21%). Aist dann und nur dann beschränkt, wenn alle unitären 
U auf A konvergent anwendbar sind. 


Beweis: Sei 9%, 9a, - . . irgendein vollst. norm. orth. System. Wenn U auf A kon- 
vergent anwendbar ist, so führt es A, {p,, 9%, ...} in B, {y, Ya, ...} über; dann hat 
der abg. lin. H. O. R von A, {o,, 9%, ...} auch zu {y,, Ya,...} ein B, so daß er zu 
B, {yı, Ya, ...} gehört. Ist umgekehrt dies der Fall, so sind A, {p,, 9,...} und 
B,{yı, %a,...} K. u. äquivalent (nach dem gleich zu beweisenden Satz 3); da aber be- 
reits 9, 9%... und 9, %%,... die Transformationsmatrix bestimmen, muß diese 
gleich U sein — also ist U auf A konvergent anwendbar. 


) je) 
®) Die Reihen >: U,, p, konvergieren, weil >, ju,u]®? = 1endlich ist. Die y, sind norm. orth. wegen 
1 1 


ne) [e) 

N? nee 3: m l,für «=», 
(Pur y,) ai @ (Yu Pe)(9,%, - o Upon Ups > für 5 + y 

1 1 u & 


Da weiter 
N N 


N 
Pu— >, u„vR=1p,P+ veu,u,, (Yu 9) —2R u (9 9) 
1 1 1 


N N N 
=1+ 3? [4,1 — 2R >> ju,=1— >> ju,,® 
1 1 n 

oo 


ist, also mit N — 00 gegen 0 strebt, ist >> u, y, konvergent und = p,. Die abg. lin. M. der y,, y2,... ent- 
1 


hält also alle 9,, 9», - - -, sie ist somit = $; die y,, %s, . . . sind also vollständig (A. E. Satz 7, x). (Der Beweis 
ist im wesentlichen nach E. Schmidt, Rend. d. Circ. Math. d. Palermo 25, 1908.) 


) 
9) Wegen y„- d» Un 9, ist dieses U festgelegt: u, = (Yu 9) U, (9, 9) Das so be- 
1 


stimmte U ist allenfalls unitär und transformiert 9,, 9a, .- in %1, %a,... (vgl. A. E. Anhang III), die Frage 
ist also: erstens ob U auf A konvergent anwendbar ist, und zweitens ob dabei B entsteht. 

10) Dieser Satz steht in engem Zusammenhange mit gewissen Untersuchungen von T'oeplitz, Math. Ann. 
Bd. 69, Seite 211. 
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Unsere Bedingung bedeutet also: zu jedem {y,, ya, ...} existiert ein B, so daß 
R der abg. lin. H. O. von B, {y,, ys,....} ist, und nach Satz 1 ist dies für die Beschränkt- 
heit von PR (also von A) charakteristisch. 


4. Anstatt die am Anfang von $ 2 erwähnten Überlegungen aus A. E. Anhang III 
zu wiederholen, beweisen wir gleich eine Verschärfung. 


Satz 3. A, {9,1 9%»...}und B, {y,, %%,.-.} sind dann und nur dannk.u. 
äquivalent, wenn sie eine gemeinsame Forts. (einen H. O. !!)) haben. 


Beweis: Die elementaren, lin., abg. lin. H.O. von A,{p,, 9, ...}und B, {yy, Ya +» +} 
seien R, R, R bzw. S,S,S. Die einzige in Frage kommende Transformationsmatrix ist 
U={un}, Us = (9%) 


und die k. u. Äquivalenz bedeutet: U ist auf A = {a„,} konvergent anwendbar und es 
entsteht dabei B ={b,.} (vgl. Anm. 9). 


Sei erstens dies der Fall. Dann ist 


& ee 
(R Pu Y,) us P2 (R Ps P,) (9, Y,) 4 Ge U,o ’ 
ee.) 


(Sy) = dr (ou 9) Wo Sy) = Dr bern - 


1 1 


Aus Def. 1 folgt 
1 1 1 1 


dies ist aber gleich r., Aur U, \%); also ist (Ro, y,) = (9,5 y,). Hieraus folgt so- 
1 


fort: wenn Af, Sg Sinn haben, so ist (Rf,g) = (f, Sg); und wenn Af, Sg Sinn haben, 
so ist (Rf, th Sg). 

Wenn ARf Sinn hat, so ist demnach f ein Erweiterungselement von S, u. zw. ist 
ihm ARf zugeordnet; wenn also auch ‚Sf Sinn hat, so ist Af = Sf. Wir können also einen 
Operator 7 so definieren: 7f hat Sinn, wenn Rf oder Sf Sinn hat, und ist dann diesem 
gleich. Da R, 5 H.O. sind und die obige Relation gilt, ist auch 7 ein H.O. Außerdem 
ist es offenbar Forts. von R, S. 


Existiere zweitens ein H. O. 7, der Forts. von R und $ ist. Wir schließen, wie 
in A. E. Anhang III: 


1 


DI go Un = P (Ro, 9,9, v,) = (Ro, v,) = (To, u) = (9, Ty,) = (0, Sy); 


% n ee) 
so dß W SYsanun?—= Milp,Sy)?= Sy,? endlich ist, und weiter: 
SFr Fi 





11) Da dieser H. O. durch jede Forts. von sich ersetzt werden kann, dürfen wir ihn gleich max. annehmen 
(A.E. Satz 35). 


je) R. 
Wu 


) Sei > |z,|? endlich, dann setzen wir /= u 7, ,. Es ist 
1 1 


n 


| Uyo u; dw. „) (Du) = Due D lau v)= (Dr. 


1 
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2 (3 Gga Ügn 2) - 3 (3 Gert) ü.= 7 (0, 3v) Wu 9) = Wu I) = Bu. 
1 


1 1 1 


Wenn wir hier a,» (und 0,0) vertauschen, die konjugiert-komplexen nehmen, und 
Ayo = Agg, Dur = byu beachten, so wird schließlich: 


bu» = BiPS; Bu U ie) — Bi PS; Ayo Ügn ve). 
1 1 1 1 
Also ist U auf A konvergent anwendbar, und führt es in B über. 


Das Bestehen dieses Satzes zeigt, daß: die Verallgemeinerung des Hilbertschen 
Begriffes der unitären Äquivalenz beschränkter Matrizen, d.h. die k. u. Äquivalenz, 
so wie wir sie in Def. 1,2 getroffen haben, schwerlich auf wesentlich anderer Grund- 
lage gelingen kann. Denn wir haben in Def. 1 an Konvergenzen eher zu viel als zu 
wenig verlangt — unsere diesbezüglichen Forderungen sind wohl kaum zu erhöhen "?) — 
und erreichten trotzdem, 1. daß bei beschränkten Operatoren alles beim alten blieb, 
2. daß Matrizen (und vollst. norm. orth. Systeme) mit demselben Operator k. u. äqui- 
valent sind. 


Dennoch erweist Satz 3 auch solche Matrizen, die nicht denselben Operator haben, 
manchmal als k. u. äquivalent. Aus diesem Umstande folgt der größte Teil der Ma- 
trizen-Pathologie. 


II. Folgerungen. 


1. Ob A, {91 9» ...} dem B, {yı, Yy...} k. u. äquivalent ist, hängt nach 
Satz 3 nur von ihren abg. lin. H.O. ab, die R bzw. $ seien — wir können also die Eigen- 
schaft der k. u. Äquivalenz R und $ selbst zuschreiben. Wir führen übrigens dafür das 
Zeichen - ein. (R,S$ müssen abg. lin. H.O. sein!) 


In erster Linie müssen wir feststellen, wieweit — die typischen Eigenschaften 
der Äquivalenzen (identische, reflexive und transitive, u.ä.) zukommen. 


Satz 4. Die max. H. O. können dadurch charakterisiert werden, daß 
sie nur ihren Teilen k. u. äquivalent sind; die beschränkten dadurch, 
daß sie nur sich selbst k. u. äquivalent sind. Zweik. u. äquivalente max. 
H.O. sind identisch. 


Beweis: Sei AR max. Wenn R-$ ist, so gibt es eine gemeinsame Forts. T von 
R,S; da R max. ist, ist R = T; also ist R Forts. von $S. Sei umgekehrt R nicht max. 
Es gibt eine max. Forts. $S von R; da R, S die gemeinsame Forts. $ haben, ist R- 5. 
Wäre R Forts. von $, so müßte R = $ sein, d.h. R wäre max., entgegen der Annahme. 


Sei R beschränkt. Aus R- S$ folgt, da R max. ist (vgl. hier und für die folgenden 
Schlüsse A. E. Satz 48), $S Teil von R. Aber R hat keine anderen abg. lin. H. O. Teile 
als sich selbst, also R = $. Sei umgekehrt R unbeschränkt. Dann ist es eig. Forts. 
eines abg. lin. H. O. $S; da R,$ die gemeinsame Forts. R haben, ist R- S, dabei 
R=+S. 

Die dritte Behauptung folgt aus der ersten. 


13) Man könnte daran denken, analog wie in der Hilbertschen Theorie (bei beschränkten Formen) 
N M,N 
De 94,4 Uyy Ug, by, (N > ©) oder sogar D2, 0 O ya Üug Ya du, (MN > ©) 
1 1,1 
zu verlangen. Indessen läßt sich zeigen: zu jedem unbeschränkten A, {g,, 91, - - -} gibt es ein B, {y,, y,...) mit 
demselben abg. lin. H. O., das ihm im Sinne keiner dieser zwei Bedingungen unitär-äquivalent ist. 
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Satz 5. Es ist stets R-R. Aus R-S folgt immer S-R. Dagegen 
folgt bei festem $ dann und nur dann für alle RAT aus R-S,$S-T die 
Relation R-T, wenn S$ max. ist. 

Beweis: Die zwei ersten Behauptungen sind auf Grund von Satz 3 evident; wir 
wenden uns der dritten zu. 

Sei S max., R- 5, S-T. Dann haben AR, $ und T, $ je eine gemeinsame Forts., 
5’ bzw. 5”. Da 5 max. ist, muß S’ = SS’ =S$ sein, also haben R, T die gemeinsame 
Forts. S, es ist R— T. — Sei umgekehrt $ nicht max. Dann hat es mehrere max. Forts. 
(A. E. Satz 35 und Zusatz); seien R, T zwei verschiedene. AR, $ und T, $ haben eine 
gemeinsame Forts. (R bzw. T), daher ist R- S,$- T; dagegen sind R, T max. und 
verschieden, also gewiß nicht R- T (Satz 4). — 

Diese Sätze zeigen, daß sich bei der k. u. Äquivalenz die beschränkten H.O., und 
nur diese, ganz einwandfrei benehmen. Bei max. H.O. ist auch noch einiges günstig: 
zwei solche sind nur k. u. äquivalent wenn sie identisch sind (allerdings kann einer einem 
nicht max. äquivalent sein !), für sie als Mittelglied der Kette gilt das transitive Gesetz 
(aber nicht, wenn sie nur Endglieder sind, wie wir bald sehen werden). Aber im all- 
meinen zeigt z.B. Satz 5, daß dem beschränkten Falle völlig unähnliche Verhältnisse 
zu erwarten sind. 

2. Auf Grund der Konvention im $ 3 von Kap. 1 haben wir eine Matrix A als de- 
finit zu bezeichnen, wenn der abg. lin. H. O. von A,{9,, 9, - . .} definit ist. Man sieht 
sofort, daß dieser es dann und nur dann ist, wenn es der lin. H. OÖ. von A,{o,, 93 : : -) 


N 
ist; und die Definität dieses Operators R bedeutet: es ist immer (Ri, 20, = 2 Tu Pu 
1 
d.h. 
N/N N 
> h au 2) = Yu 0. 
ı \ı 1 


Also müssen alle Abschnitte von A, das sind die endlichen Matrizen {a,..}, u, v =1,...,N, 
(N =1,2,...), positiv-semidefinit sein. 

Eine nach oben nicht halbbeschränkte H. quadr. Matrix A hat (mit irgendeinem 
{91 92 - - .)) einen ebensolchen abg. lin. H.O. R. Nach A. E. Satz 46 ist R Forts. eines 
definiten lin. H. O. S (den wir durch $ ersetzen, also gleich abg. annehmen können), 
es ist also R- $S.S möge etwa zu B,{y,, Ya, -..} gehören, dann kann A k. u. in B 
transformiert werden — und nach dem vorhin Gesagten hat B lauter positiv-semidefinite 
Abschnitte. 

Dieses Resultat kann noch verschärft werden: 

Satz 6. Wenn A eine nach oben bzw. unten nicht halbbeschränkte 
H. quadr. Matrix ist, und C eine beliebige Zahl, so kann A k. u. in eine 
Matrix B transformiert werden, von der alle Abschnitte (d.h. die end- 
lichen Matrizen {bu}, „w»r =1,...,N; B= {bo}, u, »=1,2...) lauter Eigen- 
werte >C bzw. <SC haben. 

Beweis: Für nicht Halbbeschränktheit nach oben und C = 0 haben wir dies gerade 
vorhin festgestellt, die übrigen Fälle sind durch Betrachten von A —C-1,B —C-1 
bzw. —A+C-1,—B+cC-11) statt A, B darauf zurückführbar. 


A . 1 fü = 9, 
14) 1 sei die Einheitsmatrix {du»}, du» -! sie: a 


0 füru#+». 
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Dieser Satz zeigt (wie in A. E. nach Satz 47 bemerkt wurde) daß die Abschnitts- 
spektren einer unbeschränkten Matrix (bzw. die Menge ihrer Häufungspunkte) gar nicht 
die fundamentale Bedeutung haben, wie die einer beschränkten. Im letzteren Falle be- 
herrschen sie ja die diesbezügliche Hilbertsche Theorie — bei uns sind sie, wie Satz 6 
zeigt, nicht einmal unitär-invariant. Wir können z. B. eine weder nach oben noch nach 
unten halbbeschränkte H. quadr. und max. Matrix A nehmen; diese ist dann einem B 
mit lauter Abschnitts-Eigenwerten >41 und einem C mit lauter Abschnitts-Eigen- 
werten < —1 k. u. äquivalent (Satz 6). — und da A max. ist, ist sogar B dem C 
k. u. äquivalent (Satz 5)! 

Man beachte übrigens, daß unsere Sätze nicht etwa nur für einige besonders bös- 
willig gewählte Matrizen gelten, sondern für alle unbeschränkten ohne Ausnahme ! 

3. Da die k. u. Äquivalenz sich als nicht transitiv erwiesen hat, ist es naheliegend, 
die folgenden Begriffe einzuführen: 


Definition 3. A,{p,, 9%, ...} und B, {y}, Ya, .. .! sollen in n Schritten k. u. äquivalent 
heißen, in Zeichen: 7, wenn es n+1 solche Systeme A’, {yj, y,...h, (vr =(0,...,n), 


gibt 5), daB A = AI, {p, 9... = {ph 95. B = AN ya Ya) St 9m +) 
ist, und A", fgi1, @51,...2 mit A”, {gt}, 9, ...} k. u. Äquivalent ist (= 1,...,n). 
Wenn dies für irgend einn=1,2,... geht, so heißen sie in endlich vielen Schritten 
äquivalent. — 

Die Begriffe k. u. äquivalent, in n bzw. in endlich vielen Schritten k. u. äquivalent 
können auch auf A,B allein (ohne die {p,, 9% ---} {Y1 Ya, - . .}) Anwendung finden: 
dann sind immer nur diese zu transformieren. (Man kann dann zu jedem fo,, 9 - - -} 
ein {y], Ya, -..} finden, so daß A,{y,, 9%,...} und B,{y,, %%,...} In dieser Relation 
stehen.) 

Ebenso wie wir es am Anfang von $ 1 dieses Kapitels taten, können wir auch 
die k. u. Äquivalenz in mehreren Schritten als Eigenschaft der abg. lin. H. O. der 
A,{g@1, 9%, ...} und B,{y,, Ya, .. .} ansehen; also bei abg. lin. H.O. von solchen Äqui- 
valenzen reden. 

Außerdem wollen wir die Tatsache, daß S5 Forts. oder eig. Forts. von R ist durch 
eine Ordnungsbeziehung ausdrücken: $ <bzw. <R. Dieses < hat in der Tat die 
Eigenschaften einer unvollständigen Ordnung !%). Die Relationen R-S, Rx S lassen 
sich mit Hilfe von Satz 3 dann folgendermaßen umschreiben: R — 5 bedeutet, daß es 
ein 7’ mt RsT2>S$ gibt (T darf nach Anm. 11 max. angenommen werden, selbst- 
verständlich soll es allenfalls abg. lin. sein); Rx S bedeutet daß es 2n — 1 abg. lin. 
4.0. 7.9 Ta Sn + 4 Zum Bun Ta u 

R<ST, 29, ST29,S...s Th sth25 
gibt. Wir erwähnen noch: in der R 5 $S ausdrückenden Kette RS, — 5,3... Sn-1- 5 
dürfen nach Satz 5 alle max. Zwischenglieder fortgelassen werden, wenn also ihrer k drin 
vorkommen, so gilt R„— 5 (die Max. der 7,,..., 7, dagegen ist nichtssagend, wir können 
sie sogar immer erzwingen !). 

4. Neben der k. u. Äquivalenz wollen wir für abg. lin. H. O. noch eine andere Art 
der Verknüpfung definieren. 

Definition 4. AR, $ heißen benachbart, wenn sie beide Forts. eines und desselben 


15) A, B, A”, usw. sollen immer H. quadr. Matrizen sein, {9, Pa: +}; {Yu Ya + +4 (PL, 99, . .}, USW. 
vollst. norm. orth. Systeme. 

16) D.h. es ist nie R<R, au R<S,S<T folgt R<T, aber es muß nicht immer einer der drei Fälle 
R<,=,>S bestehen; RSS bedeutet 2=S$ oder R<S,. 
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H. O. sind. Sie heißen in n Schritten benachbart, wenn es n +41 abg. lin. H. O. 
Ty Typ: 7a gibt, so dß R=7T,„S=[T, ist, und 7,_ı mit 7, benachbart ist 
(v=1,...,n)!). Wenn dies für irgendein n=1,2,... geht, so heißen sie in endlich 
vielen Schritten benachbart. 

Benachbartheit in einem Schritt bedeutet also A>7T<S (wir können 7 durch 
T ersetzen, es also gleich als abg. lin. voraussetzen), und die in n Schritten 

R2S,ST,239,ST,>2--.- > S-{ Sn Io 2,595 
(wieder sind die S,,..., 5, abg. lin, die 7,,..., 7n_ı sogar max. annehmbar). 

Wir sehen also: Benachbartheit bzw. k. u. Äquivalenz von R und $ in n Schritten 
bedeuten, daß ein „„Berg- und Tal-Weg‘‘ von R nach $ führt, der aus n Bergen und n — 1 
Tälern bzw. n — 1 Bergen und n Tälern besteht — im ersten Falle mit Bergen, im zweiten 
mit Tälern beginnt und aufhört. Hieraus folgt aber: wenn R, $ in n Schritten benach- 
bart sind, so sind sie inn + 1 Schritten k. u. äquivalent (man läßt die Sohle des ersten 
und letzten Tales mit R bzw. $ zusammenfallen), wenn sie in n Schritten k. u. äqui- 
valent sind, so sind sie in n + 1 Schritten benachbart (man läßt die Spitze des ersten 
und letzten Berges mit R bzw. 5 zusammenfallen). Im letzteren Falle können wir, falls 
einer oder beide von R, 5 max. ist, sogar auf Benachbartheit in n bzw. n — 1 Schritten 
schließen; denn dann muß ja AR, oder 5, oder beide ohnehin auf der Spitze des ersten 
bzw. letzten Berges liegen, so daß man gleich mit dem danebenliegenden Tale anfangen 
bzw. aufhören kann. 

Wir beweisen noch einen Satz über Benachbartheit. 

Satz 7. Wenn R,S benachbart sind, so ist für alle f, für die beide 
Sinn haben, RAf=Sf. Der für diese f definierte Operator 7, der dort 
mit ihnen übereinstimmt, ihr „Durchschnitt“, ist ein abg. lin. H. O. von 
dem beide Forts. sind. 

Beweis: Sei R>S5’<sS. Wenn Af, Sf Sinn haben, so ist für alle g für die S’g 
sinnvoll ist, 

Das gilt also auch in ihrer abg. lin. M., d.h. für alle g. Also ist Rf = Sf. 
T ist offenbar abg. lin.; da sein Definitionsbereich den von S’ umfaßt, spannt er 


als abg. lin. M. H auf. (Tf,g) = (f, Tg) gilt offenbar, also ist 7 ein H. O. (A. E. Def. 6). 
Daß RAR, S Forts. von 7 sind, ist klar. 


III. Die Äquivalenz aller unbeschränkten Matrizen. 


1. Aus dem Titel dieses Kapitels geht sein Ziel hervor. Um es zu erreichen, müssen 
wir zunächst einige vorbereitende Überlegungen anstellen. 


Eine Diagonalmatrix ist eine A = {a}, für die aus u + v au = folgt, d. h. 
in _ 1füru=v 0% | 
eine von folgender Form: A = {a„du.} (dur ofen ') — sie ist H. quadr. wenn 


alle a, reell sind. Den abg. lin. H.O. R von A, {g,, 9. . .} nennen wir einen Diagonal- 
operator. R 
Er ist hypermax.: nach A. E. Anhang III müssen wir zeigen, daß die (R +i-1)o. 


sowohl als auch die (R — i-1)p. ganz $ als abg. lin. M. aufspannen. In der Tat enthält 
ihre abg. lin. M. alle (R+i-1)gu = (a. +i)g., also alle g., daher ist sie in beiden 


x 


Fällen = 9. Daher hat ARf, f= eaupu, für alle seine Erweiterungselemente Sinn 
1 


17) Wie bei Anm. 11 können die T,,..., Zu—ı max. angenommen werden. 
Journal für Mathematik, Bd. 161. Heft 4, 
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(A. E. Def. 9), und diese sind (vgl. A. E. Anhang III) durch die Endlichkeit von 


‚D* ai |x.|? charakterisiert. ARf ist dann (vgl. a. a. O.) gleich u Au&u Pu — Aus diesen 
1 1 
Ausführungen folgt sofort, daß jede abg. lin. M., die von irgendwelchen der q,, 93, --- 


aufgespannt wird, R reduziert. 

Wenn für irgendeinen abg. lin. H. O. 5 die Relationen Sp. = auypu (u =1,2,...) 
gelten, so ist S Forts. des elementaren H.O. von A, {1 9a. ..}, von R. Also ist S = S 
Forts. von A, und da dieses max. ist, $S=R. 

Diese Diagonaloperatoren werden jetzt eine wichtige Rolle spielen. 


2. Sei R ein nach oben nicht halbbeschränkter abg. lin. H.O. Nach A. E. Satz 46 
sowie Anm. 60) gibt es eine überall dichte Folge f}, fa, ... mit den folgenden Eigen- 
schaften: Sei M, die von f aufgespannte lin. M. (nicht abg. !, sie ist überall 


dicht, weil es f,,/ 
diese durchweg 


> RD 
p’ 'p+1 
sind), dann ist ARf für alle / von M, sinnvoll, und es gilt für 


sm 
Das auf M, eingeschränkte R ist also ein lin. H. O. R,. Aus der obigen Unglei- 
chung folgt auch 


GRNzp-\f®, 
also ist für {+0 A,f + 0 (wenn es Sinn hat), und für f{+g R,f+ R,g. Somit hat R, 
eine Inverse Rz ' die im Wertevorrat N, von R, definiert ist. Sie ist, ebenso wie R,, 


abg. lin. Die für R, gültige Ungleichung besagt: 


(R'g,g)>p-|R,'glR. 
Wegen |(R,"'g,g)' <'R"g|-|g| folgt aber hieraus: 
u 
IR," g\ =,„.lel. 
Also ist R,' stetig; da es auch abg. ist, muß sein Definitionsbereich N, abg. sein — 


eine lin. M. ist er ohnehin. Für p <g ist R, Forts. von A, R,' Forts. von R,', also 
umfaßt N, dann W,. Somit bilden N,, Rz, ... eine Folge von abg. lin. M., deren jede 
alle späteren umfaßt. Dabei ist der Wertevorrat von R,, d. i. die von den Rf„Rfyn 


aufgespannte lin. M., sicher in N, überall dicht, als abg. lin. M. muß daher NW, die von 
diesen aufgespannte abg. lin. M. sein. Hieraus schließt man mühelos, daß N,— N, (p <g) 
höchstens (qg — p)-dimensional ist. 


Wären alle N, = $, so wären alle A," miteinander identisch, es würde also 
IR" fl <. fl für alle p=1,2,... gelten; daher wäre identisch A}'f=0, was 


mit dem Charakter von A} als Inverse unverträglich ist. Sei also etwa N; + 9, 
9 -%=t-+(0). 

3. Jetzt stellen wir eine Überlegung im Sinne von A. E. Satz 42 an. Wenn f zu & 
gehört, so ist (f, R;g) = 0, d.h. f ist Erweiterungselement von R;, und zwar ist ihm 
0 zugeordnet. Wenn also A;f Sinn hat, so ist R;f=0, f=0. D.h. & und der Defi- 
nitionsbereich von A; sind lin. unabh. lin. M. (A.E. Def.2). Wir betrachten die- 


jenigen f, für die die Zerlegung f=g-+ h, R;g sinnvoll, h von &, möglich ist (sie 
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ist dann eindeutig!) und definieren für diese einen Operator $ durch Sf = Rjg. $ ist 
Forts. von AR, und ein H. O.; denn wenn Sf, Sf’ Sinn haben (= ge +h, = g’+M', 


. . 


R;g, R;g’ sinnvoll, h,h’ von %), so ist: 


Ser t+th)= (BR) = iR) = + h,R,g) = (I, Sf’). 

& reduziert 5 (vgl. A. E. Def 13): in 2 ist $S immer sinnvoll, und zwar = 0, weiter 
gehört Sf (da es A,g gleich ist) immer zu N,, also ist SPef = 0 = PaSf (Ps ist der 
Projektions-Operator von 8, vgl. a. a. O.). Also reduziert auch DW, = 9 —X% S$; die in 
N, % liegenden Teile von $ seien 5’ bzw. 5”. Der Wertevorrat von S ist N,; wegen 
Si= Pa,Sf = SPx,f nimmt 5 jeden Wert schon in W, an — also hat 5’ auch den 
Wertevorrat N,. Als ein-eindeutiges lin. Bild des unendlichvieldimensionalen (weil 
überall dichten) Definitionsbereiches von AR, ist auch N, unendlichvieldimensional, 
also ist N, ein Hilbertscher Raum; darum wird A. E. Satz Al anwendbar: 5’ ist 


hypermax. 5” ist sogar = (. 
Es gehöre nun f zu N, und Sfzu®, (p <g). Wir setzen {= g + h, R,g sinnvoll, 


- 


h von 2. Dann ist Sf = R,g, und da f, Sf beide zu N, gehören, sind sie zu A orth. 
Daher ist 
fesife+iht= j-he= gt, f<g. 
Da Sf zu N, gehört, ist R)'Sf=R,'R,g =g. Also gilt 
Ns - Miss, ist, St2E 1. 
5’ ist ein H.O. in N,, der alle Werte annimmt, also jeden nur einmal (A. E. Satz 41), 
somit hat es eine überall (in N;!) sinnvolle Inverse S".S’”" ist (wie $’) ein H. O. 


und überall sinnvoll. Wenn g zu N, gehört, so können wir auf f = $’""g die Überlegungen 


von vorhin anwenden, es ist also 
ih 1 1 1 
Self s—-|Sf|=--|Sf = .|gl. 
g=fis r fl } f oe 


Da N; — N, höchstens (g — p)-dimensional ist, können wir endlich viele norm. orth. 
Pp ++, 9, angegeben, die es aufspannen, so daß alle zu ihnen orth. g zu N, gehören 
müssen. q war beliebig, wir können also sagen: 


$’”' ist ein überall sinnvoller H. O., derart, daß zu jedem & > 0 eine endliche Zahl 
von norm. orth. 9,, . . ., 9, angegeben werden kann, so daß für alle zu demselben orth. f 
Srlse-|f 
gilt. 
4. S’”' ist also im Sinne der Hilbertschen Definition vollstetig, und daher gilt für 


dasselbe nach Hilbert: Es gibt ein vollst. norm. orth. System y,, Ya... (in N;, d.h. 
ein norm. orth. System, das die abg. lin. M. N, aufspannt) und eine Folge reeller Zahlen 


%y&y..., derart daß S’" y =, wmu=h... gilt 1°). Sei außerdem z7,,--., X, 
ein norm. orth. System, daß % aufspannt (es ist eventuell s= », aber wegen 2 = (0) 
gewiß s + 0), dort gilt S”’y, =0. Da $’—! eine Inverse ist, sind alle x. & 0, daher ist 


Sy, = - "9, Wir haben also: 


18) Vgl. etwa Hilbert, Gött. Nachr. 1906, Seite 203, Satz VI. 
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Die %5 Yar- +, Kin +, X, mennen wir 9,93, . . ., entsprechend &,, &y ++, 0,..., 0 
Ay), da, .... Unter den a,,q,,... kommt dann (wegen s # 0) sicher die 0 vor, und es 
ist Sp, =a,9,. Die 9, 9%... spannen dieselbe abg. lin. M. auf, wie N,, 2, also 
9; daher bilden sie ein vollst. norm. orth. System. Da $’, $’ abg. lin. sind, ist es S 
gleichfalls. Aus alledem folgt nach dem Schlußresultat des $ 1 dieses Kapitels, daß S 
der abg. lin. H. O. von {a du}, {91 92, - . .} ist. 


Dabei ist R Forts. von R,, S ebenfalls (nämlich von R,), also sind R, S benach- 
bart. Nun können wir beweisen: 


Satz 8. Ein nicht beschränkter abg. lin. H. OÖ. R ist immer einem 
Diagonaloperator $S, d.h. dem abg. lin. H. O. eines {a, dw}, {yı Ya .-..} be- 
nachbart. Dabei kann a, willkürlich vorgeschrieben werden. 


Beweis: R ist nach oben oder nach unten nicht halbbeschränkt. 


Im ersteren Falle, und wenn a, = 0 gewünscht wird, haben wir soeben alles er- 
ledigt; allerdings könnte für ein anderes u a„= 0 sein, dann genügt es aber a,, a. so- 
wie 9,, 9, miteinander zu vertauschen. Alle anderen Fälle sind durch Betrachten 
von R—a,:1,5—a,:-i bzw. -R+a,:1,—S-+.a,:1 an Stelle von R, 5 hierauf 
zurückführbar. 

Die mit Satz 6 einsetzende Pathologie erscheint durch diesen Satz bedeutend 
verschärft. Zwei k. u. Transformationen genügen (wegen der Benachbartheit), um 
jede nicht beschränkte H. quadr. Matrix A auf die Diagonalform zu bringen, und dabei 
kann sogar ein Eigenwert willkürlich vorgeschrieben werden ! (Wenn es in einer k. u. 
Transformation gehen sollte, so müßte, da jeder Diagonaloperator hypermax. ist und 
somit Satz 4 anwendbar wird, der Operator von A eine hypermax. Forts. besitzen, die 
Diagonaloperator ist — was natürlich eine wesentliche Aussage über deren „Spektral- 
form“ [in der Terminologie von A. E. Satz 36, ıhre Z. d. E.] involviert, nämlich daß kein 
„Streckenspektrum‘“ existiert. Sobald man aber zwei Schritte zuläßt, geht es immer ’!) 
Aber es wird bald noch schlimmer. 


5. Wenn AR ein willkürlicher und U ein unitärer Operator ist, so verstehen wir 
unter URU”’ denjenigen Operator, der Sinn hat, wenn R(U”"f) Sinn hat, und dann den 
Wert URU”'f annimmt. Wenn R eine der Eigenschaften hat: abg., lin., H. O., max., 
hypermax., definit, beschränkt, halbbeschränkt, so gilt dasselbe von URU”", analog 


steht es mit der Forts. (wo R, S durch URU', USU”' zu ersetzen sind). — Ferner 
sagen wir, daß ein nicht beschränkter H. O. R in unendlich viele Teile zerlegbar ist, 
wenn es eine Folge M,, M,,... unendlichvieldimenionaler abg. lin. M. mit den fol- 
genden Eigenschaften gibt: Je zwei sind zueinander orth., sie spannen zusammen 
die abg. lin. M. 9 auf, jede reduziert AR, für keine ist der in ihr liegende Teil von R 
beschränkt. 


Wir zeigen zuerst: Jeder nicht beschränkte max. H.O. AR ist Forts. eines nicht 
beschränkten abg. lin. H.O. $, der in unendlich viele Teile zerlegbar ist (R selbst kann 
irreduzibel sein; vgl. A.E. Satz 39). 


Sei erstens A nicht hypermax. Dann gibt es nach A.E. Satz 38 eine abg. lin. 
IM (unendlichvieldimensional!), die AR reduziert, und in der ein R oder — R isomorpher 


Teil von AR liegt (zur Definition von AR vgl. A.E. Satz 37). Es genügt dann, unsere 
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Behauptung für R und — AR zu beweisen, denn wenn die dazugehörigen abg. lın. 
M. M,, M,, ... sind (alles in M!) und der fragliche Operator (dessen Forts. A bzw. 


— R ist) 5’, so genügt es M, durch M, + (9 — M) zu ersetzen, und $ durch den- 
jenigen Operator, der aus 5’ in M und dem auf 9 — M eingeschränkten RAin 9 —M 
nach Anweisung von A.E. Satz 21 entsteht — und wir sind am Ziele. Ferner ge- 


nügt es, unsere Behauptung für AR allein zu beweisen, denn für — A folgt sie daraus; 
dieses aber soll im Anhang erfolgen. 

Sei zweitens R hypermax., E(}) seine Z.d.E. (A.E. Satz 36). Wäre E(}) für 
hinreichend große wie für hinreichend kleine A konstant (also nach A.E. Def. 17 
gleich 1 bzw. 0), etwa für 4 > |C|, so wäre (nach A.E. Satz 36) 


© C C 
(ARM =| SAdlElAyi? | = | [Ad lERFPISC [aER)f?<c- I®, 
— © —(C —C 
d.h. R beschränkt (A. E. Satz 12, y), entgegen der Annahme. Es gibt also eine Folge 
Ayy Ag, -.. mit AL <A, <:-.- oder 4,>4,>--- mit un>@ bzw —-—o und 
E(},) $ E(},), E(},) + E(},),---. Nehmen wir etwa das erstere an, im anderen 


Falle schließen wir ganz analog. 

E(}2+1) — E(A„) ist ein Projektions-Operator (kurz: P. O., vgl. A. E. Def. 12), 
etwa Pa, (A. E. Satz 15); da es #0 ist, ist M,=+ (0). Ganz wie in A.E. Kap. X 
(vor Satz 39) beweist man, daß M, AR reduziert. Für m<n ist Pa, Teil von 
E(}„n+1), also von E(},„), und dies ist orth. zu 1 — E(},„), wovon Pax, Teil ist — da- 
her sind M,„, M, orth., und da es für m<n gilt, gilt es immer für m=+n. Ferner 
ist für alle f von M, 

An+l 


(I, Rf) = [AdlEQ)F?> [AdlER)F?> Auf Elinrı) FI? — E(A)F?) 
—o© An 


— An {Elin41) — ElAn)}f® = An \f%, 
ne lfPs(hRNS|fl- RA, Alzıu- fi. 
Wir bilden nun eine Folge von Folgen nl, nl,...;n?,n?,...;...., die zusammen 
genau 4,2,... ausmachen. M,«, Myw,... mögen die abg. lin. M. M, aufspannen, 


offenbar sind die M,, M,,... paarweise orth. Man überlegt sich leicht, daß jedes 


M. R reduziert (an Hand von A.E. Satz 21), außerdem ist es klar, daß jedes M, 
unendlichvieldimensional ist. Weiter ist in Mt Rfi> Imii f, wegen A,“ > (für 


ko), also ist der in M. liegende Teil von R unbeschränkt. Unsere M,, My... 
leisten somit alles verlangte (mit $ = R!, $S mußte nur für den ersten Fall eingeführt 
werden, bei A, vgl. den Anhang), nur daß die von ihnen aufgespannte abg. lin. M. N 
von $ verschieden sein kann. Aber dann ersetzen wir M, durch M, + (8 — WM) (mit 
Mi, My... reduziert auch M AR, also auch 9 — M und M + (8 — M)), und alles 
ist erreicht. 

6. Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir: 

Satz9. Zu zwei beliebigen nicht beschränkten max. H. OÖ. A,S gibt 
es immer ein unitäres U, so daß R, USU”' in zwei Schritten benach- 
bart sind. 

Beweis: Nach den Überlegungen des $ 5 gilt es zwei abg. lin. H.O. R’, $’, von denen 
R, 5 Forts. sind, sowie zwei Folgen unendlichvieldimensionaler abg. lin. M. M,, Ma... 
und N,,R,,... mit den folgenden Eigenschaften: Sowohl alle M, als auch alle N, 
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spannen die abg. lin. M. 9 auf, sowohl M,, M,, als auch N, N. sind für m # n orth.!?); 
alle M, bzw. N. reduzieren AR’ bzw. 5’, und die in ihnen liegenden Teile R, bzw. $, der- 
selben sind nicht beschränkt. Nach Satz 8 ist also jedes R„ und $,„ einem Diagonaloperator 
A„ bzw. H,„ (den abg. lin. H.O. eines {ai du}, {y", yR,...} bzw. {ba du}, (xt, X» -}) 
benachbart — wobei wir noch alle a{,d} (n =1,2,...) willkürlich vorschreiben können. 
Wenn wir aus den A,, Ay... bzw. aus den H,,H,,... nach A. E. Satz 21 einen abg. 
lin. H.O. A bzw. H zusammensetzen, so sieht man mühelos ein, daß dieser R’ bzw. $’ 
benachbart sein wird — also auch ihren Forts. R bzw. S. 
Ferner ist 


n 


Ay =ayı, Hu=dbm Mma=l2,...), 


u u 
und die y sowohl als auch die y% bilden je ein norm. orth. System; die von ihnen auf- 
gespannte abg. lin. M. ist somit dieselbe wie die der M,, M,,... bzw. der R,, Va, - - -, 
also beidemal 9. Also sind beide Systeme vollst. Wir ordnen ar, du, x, zu 


einfachen Folgen a,, %s, d,, X. um, dann sind (nach den Resultaten vom $ 1 dieses Ka- 
pitels) A und H die abg. lin. H. O. von {a, 6,0}, {yı, Ya - » .} bzw. {b, Ö.ch {X Kar + -}- 
Sie sind also Diagonaloperatoren, und die den a; bzw. bj entsprechenden a, bzw. b, 
können wir nach Belieben vorschreiben. Dabei ist von der Wahl eines ai bzw. bi nur 
das entsprechende A, bzw. H„ abhängig, also die a, bzw. b, (o +1) — die übrigen 
a, bzw. b) (m =+n, o beliebig) sowie die b) bzw. a, (m, o beliebig) dagegen nicht. 

Wir werden nun erzwingen, daß die a, und by, also die a, und b,, bis auf die 
Reihenfolge übereinstimmen. Wir teilen die Zahlenfolge 1,2,... in eine Folge von 
Folgen F,, F3,... ein, und verfahren dann folgendermaßen: Die ai, n aus F,, wählen 
wir beliebig; dadurch werden alle a,, n aus F,, o beliebig, festgelegt, die wir in eine Folge 
ordnen. Die bj, n aus F, wählen wir diesen a, gleich; dadurch werden außerdem alle 
bi, n aus F,, o #1, festgelegt, die wir in eine Folge ordnen. Die ai, n aus F,, wählen 
wir diesen b, gleich; dadurch werden außerdem alle a), n aus F,,o #1, festgelegt, die 
wir in eine Folge ordnen. Die b}, n aus F,, wählen wir diesen a, gleich; dadurch werden 
außerdem alle b,,n aus F,,o +1, festgelegt, die wir in eine Folge ordnen. Usw., usw., 
so werden sukzessive alle a;, bı bestimmt, und sie stimmen in der Tat bis auf die Reihen- 
folge überein — ebenso die a,, b,. 

Durch eine Umordnung der b, und y, (die an H nichts ändert), können wir sogar 
a,=b, (eo =1,2,...) erreichen. Wenn also U diejenige unitäre Transformation ist, 
die 4%, 2»... IN %y 5 %9, - .. überführt (daß es eine solche gibt, folgt z.B. aus A.E. 
Satz 26), so erkennt man: A bzw. H ist der abg. lin. H. O. von {a, ö,6}; {Yı, Yar + - -} 
bzw. {a,6,0, {U "y, U "yy,...}, also ist A = UHU”'. Dabei sind A, A benachbart, 


ebenso S, H, und daher auch USU', UHU'= 4A; also sind R, USU”', wie behauptet 
wurde, in zwei Schritten benachbart. 


Satz 10. Zwei beliebige nicht beschränkte H. quadr. Matrizen A, B 
sind immer in drei Schritten k. u. äquivalent. Die Zahl drei läßt sich 
im allgemeinen nicht mehr verringern. 


Beweis: Sei 9,, %,, . .. ein vollst. norm. orth. System, R und 5 die abg. lin. H. O. 
von A,{g1, 9%, ...} bzw. B,{y,, Yı...}. Seien AR’, 5’ je eine max. Forts. von R bzw. 


$. Auf R’, S’ ist Satz 9 anwendbar: es gibt ein unitäres U, so daß R’, US’U”" in zwei 
Schritten benachbart sind, dabei ist US’U”’ eine max. Forts. von USU', Wenn wir 





19) Natürlich nicht notwendig die M„ zu den N. ! 





v. Neumann, Zur Theorie der unbeschränkten Matrizen. 223 


uns an die Berg- und Tal-Skizzen in $$ 3, 4 von Kap. II (besonders vor Satz 7) er- 
innern, so sehen wir, daß dies bedeutet, daß R, USU”" in drei Schritten k. u. äquivalent 


sind. Dabei ist R der Operator von A, {g,, 9, ...}und USU”" der von B, {Ug,, Ugs, :.-}, 
also sind nach Def. 3 die Matrizen A, B in drei Schritten k. u. äquivalent. 

Es bleibt noch übrig, zwei A, B zu finden, die nicht in zwei Schritten k. u. äqui- 
valent sind. Sei A max. und nach unten aber nicht nach oben halbbeschränkt, 
und B max. und nach oben aber nicht nach unten halbbeschränkt ?°). Wären sie 
in zwei Schritten k. u. äquivalent, so gäbe es zwei Systeme 9,, P--. und 1%, Yas =: :, 
so daß für die abg. lin. H. OÖ. von A, {9,9,...} und B,{y, ya,...4, R und S, 
k. u. Äquivalenz in zwei Schritten besteht. Nun sind R, $ auch max., also müßten 
sie benachbart sein (vgl. $4 in Kap. II); sei also 7 der abg. lin. H. OÖ. von dem 
beide Forts. sind. 

T muß wie R nach unten und wie S$ nach oben beschränkt sein, d. h. überhaupt 
beschränkt. Also ist es max. (A. E. Satz 48, a, ß) und daher ?=S$S=T,d.h. R, $ be- 
schränkt entgegen der Annahme. 

7. Der soeben bewiesene Satz 10 läßt klar erkennen, wie es mit der k. u. Äquivalenz 
in mehreren Schritten bei H. quadr. Matrizen steht. Wenn wir sie in Klassen einteilen, 
so daß jede Klasse alle miteinander in endlich vielen Schritten äquivalenten H. quadr. 
Matrizen umfaßt, so bilden alle unbeschränkten eine einzige Klasse. Bei beschränkten 
ist es anders: Jede Klasse mit einem beschränkten Element A besteht nur aus be- 
schränkten *!) Matrizen, und diese haben (bei geeigneter Wahl ihrer {y,, 95, ...}) alle 
denselben abg. lin. H. O.; wenn wir also {g,, 93, . . .} für alle Matrizen der Schar gemein- 
sam wählen, so bilden ihre abg. lin. H.O. eine Schar URU”", wo R ein fester beschränkter 
abg. lin. H. O. ist, und U alle unitären Operatoren durchläuft. Und zwar sind offenbar 
alle k. u. äquivalent (in einem Schritt, nicht nur in endlich vielen !). 

Nebenbei sehen wir: Wenn zwei willkürliche Matrizen in endlich viel Schritten 
k. u. äquivalent sind, so sind sie es schon in drei Schritten — in zweien aber nicht immer. 


IV. Die Äquivalenz aller unbeschränkten Operatoren. 

1. Satz 10 sagte aus: Wenn A, B zwei willkürliche nicht beschränkte H. quadr. 
Matrizen sind, so sind sie in drei Schritten k. u. äquivalent, d.h. zu jedem {9,, 9% - - -} 
gibt es ein {y,, Yy...} so daß A, {p, 9 ...} und B,{y,, Ya, ...} In drei Schritten 
k. u. äquivalent sind. Wir werden diese Paradoxie weiter verschärfen, indem wir zeigen, 
daß auch noch {y,, Ya, . . .} vorgeschrieben werden kann; das bedeutet aber: zwei be- 
liebige nicht beschränkte abg. lin. H. O. AR, 5 sind in endlich vielen Schritten k. u. äqui- 
valent ?). Allerdings müssen wir die Zahl der Schritte von drei auf neun erhöhen, während 
wir die in Satz 10 gegebene (und hier erst recht gültige) untere Grenze für ihre Zahl, 
drei, nicht erhöhen können. Die in allen Fällen ausreichende Mindestzahl werden wir 
also nicht bestimmen können; sie ist >23 und <9. 

Wir beweisen zunächst eine Teilbehauptung: 

Satz 11. Seien A, S die abg. lin. H. O. von {audw}, {Py 9a... und {dudu}, 
{Yn Yas---:» Es gebe zwei elementfremde Teilfolgen M,, M,,... und 

20) Etwa beide Diagonalmatrizen {a„öu,}, und zwar bei 4A au > undbei Bau—— x (für us). 

21) Seien A, B k.u. äquivalent, also A,{9,, a ---} B,{Yyı, Ya. .} ebenso. Wenn 4, also der abg. lin. 
H.O. von A, {9,, 9a, - - -}, beschränkt ist, so muß nach Satz 4 B,{y,,Y3, - . .} denselben abg. lin. H.O. haben, also 
auch beschränkt sein. Dasselbe gilt also auch bei k. u. Äquivalenz in mehreren Schritten. 

23) In Satz 10 war das Produkt der Transformierenden unitären Matrizen willkürlich, jetzt wird es auch 


noch beliebig vorgeschrieben. 
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N,,N,,... von 1,2,..., sowie zwei andere elementfremde Teilfolgen 
M}, M:,... und N1,N3,... von 1,2,..., so daß 


a, = 0,7% de du 9m = Yum Im I an =132...) 


My 
gilt. Dann sind R,S in zwei Schritten benachbart. 
Beweis: Seien €, D zwei elementfremde, überall dichte Teilmengen der Defini- 


tionsbereiche von A bzw. $; T sei derjenige Operator, der in € mit R und in ® mit S 
übereinstimmend definiert ist. Wenn 7 der Bedingung 


genügt, so ist es ein H.O., also 7 ein abg. lin. H.O. T ist dann R und $ benachbart, 
also sind R, 5 in zwei Schritten benachbart, wie behauptet wurde. Es gilt also nur, die 
obige Relation zu sichern. 

Wenn f, g beide zu € oder beide zu ® gehören, so gilt sie gewiß, es bleibt also nur 
der Fall zu erörtern, wo eines zu C und das andere zu ® gehört. D.h. daß für alle f von 
C und g von ® 


gilt. Wir werden & und ® demgemäß bestimmen, u. zw. als überall dichte Folgen 
fu fo... und 8,8 .+.. 


n n 


Wir ordnen alle Se a,g, sowie alle Se a,y, (n=1,2,..., die a,,..., @„ rational) 
1 


1 


in je eine Folge fi, fa»... bzw. &,&,...; beide Folgen sind offenbar überall dicht, 
und alle Rf, bzw. Sg, sind sinnvoll. Da wir die M„, M, und N,„, N, durch irgend- 


welche Teilfolgen M,,, M;. und N, N5„ ersetzen können (unbeschadet der im Satze 
formulierten Eigenschaften), also insbesondere durch solche mit |drr, | Cn, |ax,, | Z Cn 


— so dürfen wir annehmen, daß von vornherein |b»,| > Cn, |ax,| 2 C„ galt. Über 
die C,,C,,... werden wir noch verfügen, natürlich unabhängig von den M,„, Mn, Nn, Nn 
und den nun weiter zu entwickelnden Begriffen, die von diesen abhängen. 


An Stelle der einfachen Indizierung C,, M,„, Mn, NN» (n=1,2,...) führen 
wir eine dreifache ein: C%,, M%,, M.&, N%,, N8 (u,»,o =1,2,...)*). Das größte o, 


n 


für welches in f, = Mr a,g, ein @dye #0 vorkommt, heiße F(u); das größte o, für 
1 m 


welches in g, = )° a,y, ein aye +0 vorkommt, heiße G(»). Ferner soll C}, nur 
1 ao 


von o abhängen: Ci, = D,. Wir setzen nun: 


u 
E = f, + m +27 zur Yaglenı 


fh, + Ne o ra, + Haven 
1 


(De, p2Z. sind offenbar konvergent). Über die x, und o(u,») (die für „2 » in 
1 1 


f. und für #« < » in g, eingehen) werden wir noch verfügen, jedenfalls sei aber 





2#) Die Tripletts u,v,o (=1,2,...) sollen also den n(=1,2,...) ein-eindeutig zugeordnet werden. 
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|| S 
uv 


nn 


Zunächst ist (wir setzen das endliche P: an = $) 


[03 
> un 1 F - 
A . gt & EZ SI, 
© es = = #% s®+s 
1 Ah, »2; en 
1 


I, El I a + ls 


also ist f, 0, g,—8,-0 (für u>o bzw. v»—>o). Hieraus, und daraus daß 


die fu fa... und die &,&,,... überall dicht liegen, folgt, daß auch die f,, fs... und 
die 81,83, ... überall dicht sind. Ferner haben offenbar die Rf, und die Sg, Sinn: 


—ı 


[7 
er j u ey 
Rf,=Rf, + >> Gele) Bun" Pyelaın) , SB, = SB, + 2 dupetun) Zr * Papa» 
1 v v 1 ty Hu 


u 2? 


Wir können darum, wenn wir noch p, = Yyre , Pre = Yyre berücksichtigen, die 
Hy uv Av uv 
Gleichung (Rf,,g,) = hg Sg,) hinschreiben. Und zwar lautet sie für u> » 


u 


(Rf.8 ‚+ DR = Ft ) + Rf,, Fuel )) + N Anett, DEF (Pyew ), 8, ) 


— ln) Ep 
ur: elm ») Bu . 


u v—1 z 
== (1. + B% nr Pr8,: Sg,) + 2 Zu (P yes, Sg,) + P2 Öreia, T., I Puen); 
z i 1 


und für u<v 


(RT, „r $ mi Pr! ) + Zöntkl, Fuel ) + ayıp 2 Lun(Pyew, »),8,) 
=(h 
1 
elu,v) E,,, 


* uvo(u, v) bunt 
Wenn die allgemeine Vorschrift 

j Max (G(1),...,G(A)) 
| Max (F(1),.. ., F(x)) 





’ Sg,) + SF aalpaggen, Sg,) + > det v)%,, (f. Pure ‚)) 





o(x, A) > 


aufgestellt wird, so dürfen wir die in unseren Formeln vorkommenden vier )%% durch 


 — 
1 


v—1 v—1 u—1 


)1 ersetzen, und die vier i durch >, wenigstens soweit das erste Summations- 
1 1 


zeichen weiter reicht als das zweite, d.h. für u>2»—A bzw. u<» — also allen- 
falls in der ersten bzw. zweiten Formel. (Denn nach Definition der F(x), G(A) haben 
wir für «> u bzw. >» 


(du Pur») =(), 
(Rf,, Pure») = (f. Rosi, „) = are) (f,, Pur) =(, 


und ebenso 
(Peg d, 8,) wi (Pre d, Sg,) = (0 
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wegen o(x, v)> F(u) bzw. o(u, A) >G(v), wobei wieder Pnel,» = Yet, zu beach- 


ten ist.) Infolgedessen kommen in der ersten Formel außer o(u, v), &w nur solche 
0(*, A), &ı vor, für de x <v<su,A=»v oder x=u,A< » ist, also immer +A<u-+»; 
und in der zweiten Formel ebenfalls. 

Wir werden darum die o(u, v), &w in der Reihenfolge wachsender u + v be- 
stimmen (für «= » ist immer die erste Gleichung zu berücksichtigen, für u < » die 
zweite) — dann können wir bei jedem Schritt über o(u, ») frei verfügen, und x. 
ist durch o(u, v) und die bereits erledigten o(x, A), zı («+4 < u-+ »v) eindeutig 


festgelegt. Wir brauchen nur noch die Bedingung |x.| S Fr durch geeignete Wahl 
von o(u, ») zu sichern. 
Die Gleichung für x, hat die Gestalt 
1 1 
—— 4,2, = A bzw. 
pv - oluv) uv - o(u, » 
wobei A nur von den o(x, A), x, mit «+ A < u + » abhängt, nicht aber von o(u, »), 
Xu. Daher ist 
v-|Al- ‚v w 
vn en < yn.jaj. Ar?) 
| Ayew»)| 





Petr, = A, 


bzw. | zur | Ben uv | | o(u, v) < 
| Ö zuretu | 





| Zur 








Dow, v) 


IN 





o(u, ») 
v-|A|- i 
ö | | Dow,» 


Wir müssen also o(u, v») = o so wählen, daß r > u?v?-|A| wird, was ohne weiteres 


D _. 
geht, wenn = >, also wenn wir z. B. D, = 0? setzen. (Hierbei sind unendlich 


viele Werte von go verfügbar, wodurch auch noch f, # g, gewährleistet werden kann 


— d.h. die am Anfang erwähnte Elementfremdheit von €, ©.) 

Damit ist alles bewiesen. 

2. Ehe wir aus Satz 11 weitergehende Konsequenzen ziehen, müssen wir eine 
Hilfsüberlegung über norm. orth. Systeme anstellen. 

Satz 12. Seien k norm. orth. Systeme 9%, g%,... gegeben (x =1,...,k, 
zueinander brauchen sie nicht orth. zu sein); diese besitzen immer k 
Teilfolgen 9%, 9%, («=1,...,k), derart, daß, wenn die 9, (n=1,...A, 
n=1,2,...) die abg. lin. M.. M aufspannen, 5 —M unentlichvieldimen- 
sional ist. 

Beweis: Sei pf+t!,ok+!,... ein weiteres (willkürlich wählbares) norm. orth. Sy- 
stem. Wir werden k +1 Teilfolgen 9%, p,..- («=1,...„k+1) angeben, so daß 


identisch 


N k+l N, k+1 


| | 1 
Dan > LE am]? 
1 1 1 1 
gilt, und wollen zunächst zeigen, daß hieraus die Unendlichvieldimensionalität von 
H—M folgt. 
Nehmen wir an, es wäre p-dimensional (p endlich). Wir bilden: 
ht, AZ von M g, vn Hs—M rn =1,...p+W1). 

Sei M, die von den 9%, 9%, aufgespannte abg. lin. M. («=1,...,k), dann ist 
MEM +: +M,, also 
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„=ht''+m, Avon M...„AvnM, (n=1..,p+1). 
Da 9 —M p-dimensional ist, sind die g,,...,8,., 
ein System von Zahlen a,,...,@»:, (nicht alle = 0!) mit 


nicht lin. unabhängig, es gibt also 


a8 tt a,,,1841 > I. 
Daher ist 


p+1 p+1 p+1 


PILR TR = uhr + ra,%k=fl+..:.+f,f! von M,...,/* von M.. 
1 


1 


Da die 9%, 9%,... ein norm. orth. System bilden, das die abg. lin. M. M, auf- 
spannt, so muß f* = 2%, sein (vgl. etwa die Überlegungen in A. E., beim Be- 
1 


weise von Satz 13), also haben wir 
p+1 
NNaur >; UnPyn > f N = u 
NN: PN, 3 a,PN, ı. (für N >»). 
1 1 
Aus der vorausgesetzten Ungleichung folgt aber 


p+1 N k p+1 


1 1 p+1 
v4 un br PP. 2 | |? la, |? Sn la, 
Eden, ». A,Py 25 2% Lx _ - A, > ) v. An |“, 
p+1 
also müßte Dr .®=0, a =::'=a,;ı = sein, entgegen der Annahme. Es gilt 


1 
nun die Gültigkeit der genannten Ungleichung zu sichern. 


Es ist 


N k+1 


am >; N R Amy Anı (PNm? Pin) 
- 3 Anz? + n F.. A Az Ans (Pin Pi) 





Im+n) 1 
N k+1 N 1 
> Im 3x Anıx 2 —2 mn |@ue Ani) ' (Orr) . 
1 l Im<n) 
Für den Subtrahenden machen wir (wie schon in A. E., Beweis von Satz 46) die 
Abschätzung 
N k+1 
Dmn P22, Am Ani * (Pam Pi) 
Km<n) 1 
1 n—m 2 2 
Sr File am HH DDR an Fr a) 
Um<n) 
N k+1fm—1 k+1 1 
>21 P-Piid, + 1) ll (im Zn ‚% B:P> 8() (k 1 _ ' 1 Gm 
N k+ıf m—1 k+1 
audit 2 - Zu et Gnı |”. 
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m—ı k+ıı 


| TEE L. | 
Wenn wir also dafür sorgen, daß 4(k + a oa 1? Ss; ist, so ist 


N kHı 
der obige Ausdruck < N | mx |2, also 
1 1 


N k+1l n 1 N k+1 
| dm >= Amx PN | >_ 5 Im >* | Anz 2, 
1 1 1 1 


wie wir es gewünscht hatten. 
Die erwähnte Ungleichung gilt sicher, wenn etwa 
Ir 1 1 We 1 
(Pin Pa)” = Lı j 8 (k + 1) j Ym—n t In - (k + 1) Zn +5 

ist (fürn <m,n, »,A=41,....k +1). Dies ist aber durch geeignete Wahl der Folge 
N]„,Ns,... erreichbar. Um dieselbe demgemäß zu konstruieren, müssen wir nur 
dieses leisten: wenn N,,...,Nı-ı bereits so gewählt sind, daß die genannte Be- 
dingung für allen <m<sI —1 gilt, N, so bestimmen, daß sie auch für den <m=| 
gültig wird. 


Für jedes f ist 3” |(pf, f)]? endlich (A. E. Satz 4), also |(g%, f)]? —0 (für —oo). 
1 








Also ist insbesondere |(p, 9)? >0 (t>-®) für allen <1,w,A=1,...,k+1, und 

1 
(k + 1) 2m +5 
für allen <I, x, A=1,...,k-+1. Damit ist der Beweis restlos geführt. 

3. Jetzt können wir die Prämissen von Satz 11 bedeutend abschwächen. 

Satz 13. Seien R,S die abg. lin. H.O. von {a, du}, {Y1 9%... und {bu Öu}, 
{v1 Ya -..} Sowohl unter den a, als auch unter den b„ mögen unendlich 
viele Nullen vorkommen, und beide Zahlenreihen seien unbeschränkt. 
Dann sind A,S$ in sechs Schritten benachbart. 

Beweis. Wir wählen zwei elementfremde Teilfolgen p,, Pz, -.. und 9,9... aus 
1,2,... aus, mit q„,=0,a„n >»; und zwei andere r,7,... und s,S,... mit 
b,, = 0, bn >”. Wir können hier die p,, Im n Sn (unter Wahrung dieser Eigen- 
schaften) durch vier beliebige Teilfolgen von sich ersetzen, nach Satz 12 können wir 
hierdurch erreichen, daß, wenn M die von den Pont Pan Yrm Yo) aufgespannte abg. 
lin.M. ist, 5 — M unendlichvieldimensional wird. Also dürfen wir annehmen, daß 
dies von Anfang an der Fall war. 

Sei %1, X, . . . ein die abg. lin. M. 9 — M aufspannendes norm. orth. System; da 
9 — M unendlichvieldimensional ist, bricht diese Folge nicht ab. Nach Konstruk- 
tion sind X, %y... zu allen @,,» Pr Pr 9) Orth. Daher bilden die x,, 9, Pın 
zusammen ein norm. orth. System, ebenso die x,, y,,, %,, — wir können beide zu 
je einem vollst. norm. orth. System ergänzen: x, 9, 9 ©, BZW. Kur Yan Yan On 
(wobei die Anzahl der w, bzw. ®, nicht unendlich sein muß!). 

Wir numerieren die x,9,, 9, ©, und die x, %,, Y,, @, irgendwie durch: 
Sp fg... bzw. Nyng... Den %,, Pr Pyn PZW- Ku 9 9) mögen dabei die Teil- 
folgen u,,vn, wn bzw. un,vn,w» von 1,2,... entsprechen. Schließlich bilden wir 
zwei Zahlenfolgen c,,c,... und d,,d,,... für die jedenfalls 





darum können wir N, =t in der Tat so wählen, daß |(p, #,,)? s ist, 


OR, =, =, u, m der 0, dur = 0, dus , >80, dus, = 0 
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gelten soll. 7’ und T” seien die abg. lin. H.O. von {cu du}, {Ey &,...} bzw. 


{d, Our {N No - - +} 
Nun erfüllen R, T’ sowie T’, T’’ und 7’, $ die Prämissen von Satz 11, und 
zwar müssen wir der Reihe nach setzen: 


Mn = Pr, Nn = Qu, Man = in, Nn = un; bzw. M, = us, Nn = U, Ma = us, Nn = un; 
bzw. M„ = N, N. u Un, M, = Sn N, m Pa 


Daher sind sie nach dem genannten Satz in je zwei Schritten benachbart, und AR, S 
sind es in sechs Schritten. 


Satz 14. Zwei beliebige nicht beschränkte abg. lin. H.O. R,S sind 
immer in neun Schritten k. u. äquivalent. Diese Zahl läßt sich im all: 
gemeinen keinesfalls unter drei verringern. 


Beweis: Seien R’, S’ max. Forts. von R bzw. $S. Nach den Überlegungen beim 
Beweise von Satz 9 sind A’, $’ gewissen Diagonaloperatoren A, H benachbart; es 
sei etwa A der abg. lın. H.O. von {a, öw}, {91 92... H der von {budut, {Yu Yar- - +} 
Und dabei können wir sowohl bei den a, als auch bei den 5, eine ganze unendliche 
Teilfolge nach Belieben vorschreiben. Darum können wir bei den a, sowohl wie bei 
den 5b, erreichen, daß unendlich viele Nullen unter ihnen vorkommen, und daß die 
ganze Zahlenreihe unbeschränkt wird. 


Nach Satz 13 sind folglich A, H in sechs Schritten benachbart, und somit 
R', 5’ in acht Schritten. Dabei sind AR’, 5’ max. Forts. von R bzw. $. Wie beim 
Beweise von Satz 10 (vgl. wie dort mit den $$ 3, 4 von Kap. II) folgern wir hieraus, 
daß R,S$ in neun Schritten k. u. äquivalent sind. 


Daß die Zahl der notwendigen Schritte im allgemeinen nicht unter drei herab- 
gesetzt werden kann, haben wir bereits am Anfang des $ 1 dieses Kapitels fest- 
gestellt. 


4. Auf Grund des nunmehr vorliegenden Tatsachenmaterials können wir uns 
von den k. u. Äquivalenz-Verhältnissen bei abg. lin. H.O. das folgende Bild machen. 
Wir teilen die abg. lin. H.O. in Klassen ein, so daß jede Klasse alle miteinander 
in endlich vielen Schritten k. u. äquivalenten H.O. enthält. Dann bilden alle un- 
beschränkten Operatoren eine einzige Klasse. Da aber ein beschränkter Operator 
nur sich selbst k. u. äquivalent ist (Satz 4), also auch in endlich vielen Schritten nur 
sich selbst, so bildet jeder derselben für sich allein eine ganze Klasse. Analog wie 
im $ 7im Kap. III sehen wir: aus der k. u. Äquivalenz in endlich vielen Schnitten 
folgt die in neun Schritten, aber sicher nicht immer die in weniger als drei Schritten. 


Es ist schwer, dies anders zu resümieren, als durch die Feststellung: Die uni- 
täre Transformationstheorie der Hermiteschen Matrizen löst sich, sobald man auch 
nur einen einzigen Schritt über den Hilbertschen Rahmen der Beschränktheit tut, 
völlig von der Operatorentheorie los, sie vermag deren Probleme in keiner Weise mehr 
adäquat wiederzugeben. Man vergegenwärtige sich etwa die Betrachtungen, die wir 
an Satz 6, 8, 10 sowie den gegenwärtigen Satz 14 angeschlossen haben. Dabei ist 
es nicht einmal unbedingt richtig, von einer Pathologie zu reden; denn die für die un- 
beschränkten Matrizen geltenden Sätze sind einfach und allgemein — nur lauten sie 
ganz anders, als man vernünftigerweise erwarten sollte. Noch eher sind diejenigen 
unitären Matrizen als pathologisch zu bezeichnen, die unsere paradoxen k. u. Äqui- 
valenzen vermitteln, trotzdem gerade diese beschränkt sind! (Vgl. das Ende der Ein- 
leitung.) 
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V. Betrachtungen über mehrere Operatoren. 


1. Bei überall sinnvollen Operatoren ist es ohne weiteres möglich, die Addition, 

Subtraktion und Multiplikation zu definieren: 

(R+5S)/=Rf+ Sf, R5f = R(Sf), 

wovon wir ja auch häufig Gebrauch machten. Anders ist es bei nicht überall sinn- 
vollen, also z. B. bei allen nicht beschränkten H.O., da hier die Frage des Definitions- 
bereiches auftritt: Um z.B. aus den H.O. R,$ einen H.O. R + $ bilden zu können, 
müßte man eine überall dichte Menge von f haben, für welche Rf, Sf gleichzeitig 
sinnvoll sind. Im folgenden soll gezeigt werden, daß in dieser Richtung die größte 
Vorsicht geboten ist, weil es max. Operatoren gibt, deren Definitionsbereiche (außer 
der 0) kein einziges gemeinsames Element haben 3). 

Wir zeigen zuerst mit Hilfe von Satz 11: 

Satz 15. Es gibt zwei max. H.O., die für kein einziges {+0 beide 
Sınn haben. 

Beweis: Sei 9, 9,... ein vollst. norm. orth. System, an-ı =bn =0, 
an = bau =n, R, S die abg. lin. H.O. von fa, dw}, {Pi 9%. :} bzw. {bu dw}, 
{915 %»...} Nach Satz 11 sind sie in zwei Schritten benachbart (M„=2n —1, 
N) =2n, M;,=2n —A, N} =2n), seien also beide 7 benachbart. Wir können 7 
als max. annehmen ($ 4, Kap. II). 


Wenn Af, Sf, Tf gleichzeitig Sinn haben, so ist wegen der Benachbartheit von 


De) 


R,T und $,T Rf=Sf=Tf (Satz 7). Sei f= ri, -9,, dann ist ($1, Kap. III) 
1 


Rf e*-; a,Eu In SI = buE :9,, also 2 (a, —b),x,:9,=0. Da stets a, + b 


ist, muß x. = 0 sein, also f= 0. 
Sei nun R’ der abg. lin. H. O. von {uödw}, {91 92 - : .}; als Diagonaloperator 


ist er hypermax. ($ 1, Kap. III, ebenso das Folgende). Wenn R’f, {= “x, 9,, Sinn 
1 


hat, so ist 3x u2|x„|? endlich, also auch Swaijzu], Srd2jz.| — d.h. Rf, Sf sind 
1 1 1 
sinnvoll. Wenn also R’f, Tf gleichzeitig Sinn haben, so muß f = 0 sein. Somit sind 
R’', T die gewünschten max. H. O. 
Satz 16. Es gibt einen Diagonaloperator R und einen unitären U, 
so daß für kein {+0 R und URU”' beide Sinn haben. 


Beweis: Sei zunächst S irgendein abg. lin. H. O., etwa der von {a}, {91 9% - - -} 
© N 


({aw} H. quadr.). Sei f= S“z,p,, wir setzen [, = Sex, Es ist f„>J, alle 
1 1 


Sf, sind sinnvoll, daher ist Sf sicher sinnvoll, wenn die $ f„ einen Limes haben (wegen 


M 
der Abg.), d. h. wenn |S(f„ —f„)® = |S (2 2,9,)?>0 fü N», M2N. 
+1 





%) Die Möglichkeit, Operatoren zu addieren, ist insbesondere für die quantenmechanische Operatorenal- 
gebra von Bedeutung. Von einem einzigen H. O. kann man leichter Funktionen bilden; bei hypermax. können 
sogar, mit Hilfe der „Spektralform‘ (d.h. der Z. d. E., A. E. Satz 36), alle Funktionen definiert werden, während R 
(A.E. Satz 37) gewisse Schwierigkeiten macht. Wir gehen hier darauf nicht näher ein. 
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Es ist 
M © M 
| s( Sex, 9) = 3 (3 Aus zu), - 3 3 B>; Eau =. Ba Nu ap am ): 
Fi N+1 ı frı 


und da alle Reihen San - —= A;u absolut konvergieren (A. E. Anm. 74), 


M 


zum Nr Aus Srldul' Izı| |zu|- 
+1 


Nach einer in A. E., Beweis von Satz 46 sowie Anm. 60 angewandten Abschätzung 
(vgl. auch hier den Beweis von Satz 12) ist aber 


B27 [Au E y| Y.| < STB, y.l?; 


1 
u—2 


wenn By == |Auul + 1 + > a | Au,u—c—ı| (es ist Au == Ay) gesetzt wird. Aus 
0 


[0 fürasN und au>M 
dem Spezialfalle y, = IE z fürN<usM 


2 M M 
s( >28 9.) = £ A, u Azul { al || > Di Bu |\xu|? 
N+1 +1 


N+1 


dieser Formel folgt 


Die gewünschte Konvergenz gegen 0 für N>o», MN, findet also gewiß statt, 
wenn a Bu|x.|? endlich ist. 
1 


Seien nun S, S’ die max. H.O. von Satz 15, die nur für-f = 0 beide Sinn haben. Sie 
seien etwa die abg. lin. H. O. von {au}, {91,9% -..} und {bu}, {yy Ya .-..}; wir 
bilden für beide die oben charakterisierten Folgen B,, B,,... und B\,B;,... Sei 
C1, 69, ... eine Folge reeller Zahlen mit c? = B., B., und R, R’ die abg. lin. H. O. von 
{cudu}, {P1 9-4 bzw. fcuda}, {Yı, Ya,» -}, also Diagonaloperatoren. 


De) 


Wenn für {= Nax,p, = - 5 zu y, Rf, Rf' Sinn haben, so ist 57 ca|zul?, Dach [au]? 
1 1 


endlich, also auch p2; Bu \xul®, D@ Bulxu|® endlich — daher Sf, S’f sinnvoll und f= 
1 1 


Wenn U diejenige unitäre Transformation ist, für die Uy,=g, (u=1,2,...) gilt, 
so ist offenbar R’ = URU'. Damit ist alles bewiesen. 


2. Der soeben bewiesene Satz kann auf alle H. O. übertragen werden. Wir be- 
weisen dies in zwei Schritten. 
Satz 17. Es gibt zu jedem nicht beschränkten Diagonaloperator R 


einen unitären U, so daß für kein {+0 R und URU”' beide Sinn haben. 


Beweis: Sei R der abg. lin. H. O. von fa. dw}, {91 92. .}; die a. dürfen nicht 
beschränkt sein ?*). Für ein gewisses Wertsystem a., es heiße a,, haben wir die Be- 





Re) 
2), Da sonst ausf= 2 Pu (und alle la,| S (') folgen würde: 
1 


& ee} ee) 
2 n . 
IRiR= | dr au 2, 9, = zu Is ”-; I. = @-B,IRMSC-IMl, 
1 


d.h. R wäre, entgegen der Annahme, beschränkt. 
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hauptung in Satz 16 bewiesen; allerdings nur für ein gewisses vollst. norm. orth. System 
9%. ., aber dieses spielt offenbar keine Rolle, da alle solchen Systeme durch 
Isomorphismen von 9 ineinander überführbar sind. Wenn ferner statt a. = a, 
(«=1,2,...) nur |a.|2|a| (vu =2,3,..., für «a =1 nicht notwendig!) gilt, so 
trifft die Behauptung noch immer zu; denn der Definitionsbereich dieses R ist Teil 


von demjenigen des vorhergehenden, da ja aus der Endlichkeit von S« ai - |2.|? die 
1 


0) 


von Pi a. -|x.|? folgt. 


Nunmehr seien die a, ganz beliebig (aber unbeschränkt !). Wir zerlegen sie in 
eine Folge von Folgen at,at,...(e=1,2,...), derart daß stets || > |a 
(e =1,2,..,v=2,3,...)ist?”). Entsprechend teilen wir die 9,, 3, . . . in die Folgen 
98, 98,...(e=1,2,...) ein. Die 9%, 9%,... mögen die abg. lin. M. M, aufspannen; 
die M, sind offenbar paarweise orth. und spannen zusammen die abg. lin. M. 9 auf. 
Man sieht, daß jedes M, R reduziert; der darin liegende Teil von R sei R,; offenbar ist 
R, (in M, betrachtet) der abg. lin. H.O. von {ag ö6,,} {99 9%, -}- 

Also gibt es einen unitären Operator U, in M,, so daß nur für /=0 R, und 
U,R,U, ' beide Sinn haben. Man konstruiert mühelos einen unitären Operator U 
in 9, der durch jedes M, reduziert wird, und dessen in M, liegender Teil U, ist. Dann 
wird auch URUT”' durch MM, reduziert, und der darin liegende Teil von URU" ist 
U,R, = Wenn nun für f R und URU”' sinnvoll sind, so sind sie es auch für Pa fh 
also auch R,,U,R, U für Pa, f sinnvoll. Also ist Pa, f = 0, fzu M, orth., also auch 
zu der von allen M, aufgespannten abg. lin.M. 9 — d.h.es ist f=0. 

Satz 18. Es gibt zu jedem nicht beschränkten H.O. R einen unitären 
Operator U, so daß für kein {+0 R, URU”’ beide sinnvoll sind. 

Beweis: Wegen Satz 17 genügt es zu zeigen: Es gibt einen unbeschränkten Dia- 
gonaloperator AR’, der überall Sinn hat, wo AR Sinn hat (aber eventuell andere Werte, 
also keine Forts.!,.,. Da AR max. Forts. besitzt, können wir uns auf max. H. O. R be- 


schränken. 
R' ıst der abg. lin. H. O. eines {a,. ö.}, {91, 92, - - .} (wobei die Unbeschränktheit 


u 


der a, verlangt wird !), und es wird gewünscht: wenn Rf Sinn hat, f = p2; LP, 80 
1 


an on 
y 


soll “a2|x,|? endlich sein — d.h. pP. a? \(f, 9,)|®. Von A’ brauchen wir gar nicht zu 


ı 


sprechen, wir brauchen nur eine unbeschränkte Folge a,, a,,... und ein vollst. norm. 
orth. System 9,, 9%... mit dieser Eigenschaft. 9,, %,... braucht übrigens nicht 
einmal vollst. zu sein; denn wir können dieses norm. orth. System durch Hinzunahme 
weiterer %7, %g, ... vollst. machen, und die entsprechenden b,, ba, . .. gleich O0 wählen 
(sie spielen dann keine Rolle). 

Es genügt hierzu ein norm. orth. System 9,, $3, ... zu finden, so daß für alle / 
mit sinnvollem Af 


®) Etwa so: Sei a=a,, die al,al,... eine a3,a/,... absolut majorisierende Teilfolge der übrigen a,, 
die noch eine unbeschränkte Menge von a, übrigläßt. Sei a? das erste noch freie a,, die a3, a3, ... eine @,a3,.:. 
absolut majorisierende Teilfolge der übrigen a,, die noch eine unbeschränkte Menge von a, übrigläßt. Sei a} das 
erste noch freie a., usw., usw. — So werden sicher alle a,,@,... genau aufgebraucht, und es ist offenbar 

aa füre=12,..,9=2,3,... 
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RM’ >8&- (hp)? 


ist, da hieraus 


o 1 


Zelt 9,)?’s “RR — | Rf]? 


folgt (wir können also a. = 2“ setzen). Wir wollen eine hierfür hinreichende Bedingung 
angeben, die den Vorzug hat, daß in ihr nur die 9, vorkommen (und das unbestimmte 
f nicht). Sie lautet so: esseip, = Rg,, so daß auch AR2g, Sinn hat, und |Rg,| > C, \g,| 
ist (über C„ verfügen wir gleich). 

Dann ist nämlich IRg, _ m < IRg,| + C, 18, | 2 |Rg,| nn I9,|=2, 


und folglich 
IAfl SIR) = Ih Rp) SC, (hp) — Ih Rp, — CP) 
(fh, Roy, u, p,) = |(f, R(Rg, —C,g) = \(Rf, Rg, —C.E,3 
s|ARf||Rg, —C,g.|s2|Rfl, 


u Du | 
2 
also 3|Af| s C, (f, 9); IRf® => = (f, 9)” — daher genügt C, =3 y8“. Ein 


solches norm. orth. System 9,, %3, ... brauchen wir also. 
Wenn der H. O. R nicht hypermax. ist, so gilt es eine abg. lin. M. die R reduziert, 


und für die der dort liegende Teil von R gleich R oder — R ist — wenn wir unsere Auf- 
gabe hierfür lösen, ist sie auch für A gelöst. Wir brauchen also nur hypermax. R zu be- 


trachten, und R (—R ist dann miterledigt). Für diese Operatoren müssen wir die 
Existenz einer Folge g,, 83, . .. mit den folgenden Eigenschaften nachweisen: Alle Ag,, 
R?g, sind sinnvoll, die Ag, zueinander orth., IRgI|2C,'lg,|, und g, +0 
(\9.| = |Rg,| = 1 brauchen wir nicht zu verlangen, wir können die g, nachher so 
normieren). Dabei ist C. = 3Y$&%. 

Für R soll dies im Anhang erfolgen, für hypermax. R machen wir es jetzt. Sei 
E(u) die Z. d. E. die zu R gehört (A. E. Satz 36); da R nicht beschränkt ist, gibt es eine 
Folge A,Ay... mit A, <A,;,<:-- oder 4,>A>::-,A,>o bzw. >—o, und 
E(},) $ E(},), E(},) # E(},),... (vgl. $ 5, Kap. Ill). Wie dort, brauchen wir 
nur den ersten Fall zu betrachten, da der zweite ebenso zu behandeln ist. Die A, können 
wir gleich mit 4, >C,„ wählen. Wieder sei E(Au+1) —E(A,) = Pa, Mu + (0), 
und die M, sind paarweise orth. Wenn g zu W, gehört, so ist 


Au+l Au+1 


J ®dlE@)g?= [ RdlERg? <A. [ AIERE <A |El 
2 Au Au 


also endlich — d.h. Ag sinnvoll. Da M, R reduziert (vgl. $ 5, Kap. III) gehört Ag 
wieder zu M, und auch A®g ist daher sinnvoll. Schließlich ist 


» Au+1 Au-+1 
(8, Rg) = [Ad |Eli)g?= [ Ad|El)g?>C,„/f d|E()g|? 
—® Au Au 


=C, [alEQ)g? =C,.:|g1%, 


C„\e®s@,Rg)sligl: |Rgl, |RglSCu:|g|- 
Daher können wir für g, irgendein Element +0 von M, wählen. Da die Ag, in den 


M, liegen, sind sie paarweise orth., und daß alles andere erfüllt ist, sahen wir schon. 
Journal für Mathematik. Bd. 161. Heft 4. 30 
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Man beachte, daß sich wieder die am Ende der Einleitung und des Kap. V ange- 
zeigte Erscheinung zeigt: Satz 18 gilt für alle unbeschränkten H.O. R ohne Ausnahme, 
nur der unitäre Operator Ü muß zweckmäßig gewählt werden — wenn man also hierin 
eine Pathologie sieht, so hat man dieselbe bei den unitären Operatoren zu suchen. 


Anhang: Eigenschaften von R. 


1. Wir müssen zwei Eigenschaften des R aus A. E. Satz 37 nachweisen, die im 
$ 5, Kap. III und beim Beweise von Satz 18 verwendet wurden. Hauptsächlich um 


der ersteren willen werden wir zunächst eine weitere Realisation von R angeben, die 
schon in A. E. Anhang IV erwähnt wurde. 

Sei 2 das Intervall Osx<n, wir bilden seinen Funktionenraum (vgl. A. E. 
Einleitung I, III und Anhang I): die Menge aller (nach Lebesgue meßbaren) Funktionen 


f(x) des Intervalles 0 <x <» mit endlichem [ |f(x)|®dx — nach A. E. Anhang I ist 


0 
dies ein Hilbertscher Raum, isomorph 9. Er heiße H**. 
U sei die Menge aller stetigen und bis auf endlich viele Knicke überall stetig diffe- 


” 


rentiierbaren Funktionen f(x) von $**, mit endlichem f f(x) |?dx und f(0) =0. Der 
0 


für diese f(x) definierte Operator m - ++ heiße $. $ ist offenbar lin., ferner ein H. O., 


denn es ist 
(f,. Sg) — (Sg, f) = —iS {fa)g’() + Fla)g(e)} de = — i[f(@)g(&)], = 0%), 


und NR ist überall dicht ®). Wir werden zeigen, daß 5 (in einem geeigneten vollst. norm. 


orth. System 9,, 9%: ., vgl. A.E. Satz 37) gleich R ist. Hierzu müssen wir seine 
Cayleysche Transformierte U bestimmen. 
Betrachten wir das durch $ +1 vermittelte Bild von W. Es ist 


(S ti: 1)fle) = Uufle) + MR), 
also wenn dies = o(x) ist, 
if(2) + fR)) = Pla), (et”fiz))’ = —iet”ple), fr) = — iet* [etrp(y)dy 
0 


([, weil f(0) = O sein muß). Für das Vorzeichen — sehen wir insbesondere: fe y(y) dy 
0 0 


2) Hierzu müssen wir noch limes f(z)g (x) = 0 beweisen. Wegen der feststehenden Konvergenz des In- 
>» 


tegrals ist limes f(x)9(x) vorhanden; wäre er = a + 0, so wäre limes inf (| f(«)|® + |g(z)|?) 2 |a| > 0, was mit der 
an >» 
I 


& 
Endlichkeit von [ |/(z)I? dx, f Ig(«)]?dx unvereinbar ist. 
0 0 

2) Da A eine lin. M. ist, genügt es zu zeigen, daß es eine Funktionenmenge zu Häufungspunkten hat, die 
die Abg. lin. M. $** aufspannt. Eine solche ist nach A. E. Anhang I (Diskussion der Bedingung €‘) die Menge aller 
Funktionen f(x), die in einer aus endlich vielen offenen Intervallen bestehenden Menge = 1 und sonst = 0 sind. 
(Man wähle nämlich für das dort genannte Umgebungssystem ],,I,,--- die Menge aller rationalendigen Inter- 
valle.) Daß aber solche Funktionen durch überall stetig differentiierbare f(x), mit f(0) = 0 und endlichem 


& © 
[ lite) dx und [ |/’(e)l*dz, im Mittel beliebig gut approximierbar sind, ist klar. 
0 0 
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% 


konvergiert, und wenn es =# 0 ist, so ist limes f(x) =»; da [ |f(x)]®?dx endlich ist 


zo 0 
darf dies nicht der Fall sein, also ist ($ — ı - 1)f(x) immer zu e”* (das ja zu Ö** gehört !) orth. 
Wenn ($S +::-1)f(x) = p(x) ist, so ist 


’ 


Uple) = (5 —i-1) fix) = Pla) — 2ifle) = plx) — 2e fer (y)dy. 


Wenn nun (x) die - e”p(x), p(x) ein Polynom, hat, so sn es sicher zu 9**; 
das aus (R +:-4)f(x) = p(x) „bestimmte 


f{z2) = —ie” - [pi (y)dy = eg(z), gl) = — if ply)dy 
0 0 


hat also dieselbe Form, gehört auch zu $**, also sogar zu WA — also ist Up(x) sinnvoll: 


Up(z) = ep(x) — de | p(y)dy = e"r(xz), r(x) = p(x) — 2/ piy)dy, 
0 0 


und hat dieselbe Form. Wir bilden daher sukzessive: 


Yolr) =e”, Plz) = Upolz), Plz) = Upıle),..- ; 
hier ist 9,(2) = e”p,(x), 


pol) =1, P,,.(8) = pn(x) — 2 f p.(ly)dy 


Somit ist p„(xz) ein Polynom von genau n-tem Grade. 

Alle o,(2) (k =1,2,...) haben die Form ($S —i 1) f(x), sind also zu gu(2) = e” 
orth., also wenn wir das längentreue U” (m = 0,1,2,...) anwenden: 9,,,(2) zu 
Y„(2). D. h. 9,(2), 9,(2) sind orth. für m <n, also für alle m # n. Weiter ist, 
wegen der Längentreue von U, 

(me)? = Ipulz)? = Setdr= 5. 


Die Y2y,„(x) (n = 0,1,2,...) bilden somit ein norm. orth. System. 


Die Y2p„(x) sind also ein System von Polynomen der Grade m = 0,1,2,..., 
die mit der „Belegung‘‘ e=* im Intervalle 0, © norm. orth. sind, also die p„($x) mit 
der „Belegung‘‘ e”” — folglich müssen es die Laguerreschen Polynome sein. Diese 


aber bilden bekanntlich ein vollst. System 3°), somit sind die /29,(x),/2Y9,(2),/ 2Yz(x), - 
auch ein vollst. norm. orth. System. 


Der längentreue Operator U ist im vollst. norm. orth. System Y29,(x) (n =1,2,3... 
stets sinnvoll, also ist sein Definitionsbereich (eine abg. lin. M.!) ganz %**. 


Es ist Up, (x) = p,.,(x), also ist U der Operator U (A. E. Satz 37), und folglich seine 


Cayleysche Transformierte $ gleich R. — Damit haben wir gezeigt: 

Satz 19. S** sei der soeben beschriebene Hilbertsche Funktionen- 
raum der f(x) von O<x<mw, W die Menge aller stetigen und bis auf 
endlich viele Knicke überall stetig differentiierbaren f(x) von $** mit 


/(0) =0. $ sei der in Xdefinierte Operator: -; dann ist der abg. Iın. 


dx 


3, Für den Beweis dieser Tatsache vgl. z. B. das Lehrbuch: Cowrant-Hilbert, Methoden der 
mathematischen Physik, Berlin 1926. 


30* 
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H.O.S im soeben beschriebenen vollst. norm. orth. System dem Operator AR 
(A.E. Satz 37) gleich. 

2. Wir beweisen nun die gewünschten Eigenschaften von R. W,S seien, wie bis- 
her. W’ sei die Menge aller Funktionen aus N, für die f(0) = f(l)=f2)=:::-=0 
ist, W’ ist eine lin. M. und überall dicht 3). Das auf W eingeschränkte 5 heiße 5’, nach 
dem soeben Gesagten ist es ein lin. H.O., S ist Forts. von 5’, also R = $ von 9”. 

Nun sei M, die Menge aller Funktionen f(x) von H**, für die f(x) =0 für sn 
undz2Zn-+1 gilt. Offenbar ist jedes M, eine abg. lin. M., je zwei M,, M,,... sind 
orth,, und alle zusammen spannen die abg. lin. M. 9** auf. Paflx) ist 

— f(2) fürn<re<n+i 
| = (0 sonst 
nicht !). Hieraus folgert man leicht, daß die Bedingungen des Reduziertwerdens 


durch M, von S’ erfüllt werden (A. E. Def. 13), also auch von 5’; also wird 5’ von 


allen M,, M,,... reduziert. Die im $ 5, Kap. III benützte Eigenschaft von R ist da- 
mit bewiesen (der gesuchte Operator ist 5’) ®2). 


Die andere Aufgabe war: ein Funktionensystem g,, 8... (alle #0) zu finden, 
so daß die Ag, R?g, sinnvoll sind, die Ag,, Rg,, ... zueinander orth. sind, und 
IRgu| ZCu:|gu| (Cu =3Y8*). Dies leisten, wie man sich leicht überlegt, z. B. 
die Funktionen (aus W!) 


aa — ua +12)" für u<e<ur+i 
gu(X) | 0 sonst (D,. > 1), 


wenn die D, groß genug gewählt werden. 


‚ also gehört mit f(x) auch Pn„f(x) zuW (für X gilt dies 





31) Dies ergibt sich durch dieselben Überlegungen, wie sie in Anm. 2°) für X angestellt wurden. 

32) Das nach A. E. Satz 38 irreduzible X ist also einem reduziblen k. u. äquivalent | — Daß für jedes M, 
der darin liegende Teil von S’ nicht beschränkt ist, folgt z. B. aus dem im Text folgenden Beispiel; denn g„ gehört 
zu M, und zu W, und wenn D„ groß genug gewählt wird, so ist (g„, R9„): |9|? auch beliebig groß. 


Eingegangen 22. Oktober 1928. 











Über die Lebesgueschen Konstanten 
der Reihenentwicklungen nach Jacobischen Polynomen. 


Von Heinz Rau in Königsberg. 


Einleitung. 


Es sei f(d, 9) eine auf der Einheitskugel definierte stetige Funktion, s„(®, p) die 
n-te Partialsumme ihrer Entwicklung nach Laplaceschen Kugelfunktionen. Wir be- 
trachten die Gesamtheit aller Funktionen f, welche auf der ganzen Einheitskugel dem 
absoluten Betrage nach <1 bleiben und bezeichnen mit o,„ die obere Grenze von 
|s„(9, 9)| für alle Werte von 9 und 9 und für alle Funktionen dieser Gesamtheit. Man 
nennt o,„ die n-te Lebesguesche Konstante der Laplaceschen Reihe. 

In einer Arbeit in den Mathematischen Annalen!) hat Herr T. H. Gronwall diese 
Konstanten betrachtet und ihr asymptotisches Verhalten für große Werte von n unter- 
sucht. Er fand 


(1) lim n — 2 / 2. 

na V n iq 

Die Konstanten o, sind, wie bekannt, mit den ähnlich zu definierenden Lebesgue- 
schen Konstanten der nach Legendreschen Polynomen fortschreitenden Entwicklungen 
(für x = 1) identisch. 

Im folgenden sollen Entwicklungen nach den Jacobischen Polynomen P%"”(r) 
und deren Lebesgueschen Konstanten in den Endpunkten des Entwicklungsintervalles 
—1<sxr<s1 betrachtet werden. Man erhält den Gronwallschen Fall fürx =ß =; 
denn dann stimmen die Jacobischen Polynome mit den Legendreschen überein. 

Wesentlich für diese Untersuchung sind die Orthogonalitätseigenschaften der 
Jacobischen Polynome. Wir sagen allgemein, daß die Polynome 


Aykz), Ayla), Asyl)... Ana)... 
mit der stetigen Belegung p(x) Z 0 und = 0 in dem Intervall a, b ein Orthogonalsystem 
bilden, wenn A,„(x) für jeden Wert von n ein Polynom genau n-ten Grades ist und wenn 


b 
[ px) An(z) Anz)de=0 (mZzn;m,n=0,1,2,...) 


gilt ?). 
Man nennt insbesondere dies System normiert, wenn 





1) Über die Zaplacesche Reihe, Mathematische Annalen, Bd. 74 (1913), S. 213—270. 
b 


2) Mit dieser Bedingung ist äquivalent die Bedingung f p(z) Aula) de=0 (oe =0,1,2,..,n—1; 
a 


b 
n=1,2,...), oder was dasselbe heißt, daß f p(x) Anlx) K(z)de = 0 ist, wobei K(x) ein beliebiges Polynom 
L} 


höchstens (n— 1)-ten Grades bezeichnet. 
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b 
[ pia)[An (a) dx = 1 


gilt. Zwei Systeme von Polynomen, die in demselben Intervall mit der gleichen Be- 
legung orthogonal sind, können sich bekanntlich voneinander nur um konstante Faktoren 
unterscheiden ®). 

Man erhält die Jacobischen Polynome für 

(2) Erz b=1, 

p(x) = (1 —z)”(1+2)%, 

wo x,ß> —1 sind. 

Ist das zur Belegung p(x) gehörige Polynomsystem normiert, so lautet die Ent- 
wicklung einer im Intervall a <x<b stetigen Funktion f(x) nach den A,„(x): 


Pr b 
(3) fa) - „2, Ante) Spt) Ft) An (odt. 


Betrachten wir nun alle diejenigen Funktionen f(x), dieinasx<s b absolut S1 sind, 
so ist die obere Grenze des absoluten Betrages des n-ten Abschnittes (Lebesguesche Kon- 
stante) gleich 


(4) - 0,(2) = [ ptt) | Aolz) Aolt) + Ayla) Arlt) ++ Anlz) Anlt) | dt. 


Wir bezeichnen im folgenden die dem Spezialfall (2) entsprechenden Lebesgue- 
schen Konstanten mit 0&#(x) und untersuchen diese insbesondere für x = —1 und 
z=1®), 

Nun ist (vgl. (21)) 

A (— 1) = er (1). 
Es genügt daher, die 0% ”(1) = 0%? zu betrachten. Der Gronwallsche Fall der Le- 
gendreschen Reihe entspricht, wie bereits erwähnt, den Werten x=ß=0. Außer- 


dem stimmen die 0&# für x=ß = —+ mit den Lebesgueschen Konstanten der 
Fourierschen Reihe überein. Hier gilt nach L. Fejer 5) 
(2) On = 0 (log n). 


Es ist sogar 
4 


RE : ER. 
os head 7 m 


Wir beweisen im folgenden den Hauptsatz: Für «> —} ıst 





3) Vgl. R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. I (1924), S. 34/35. 
*) Die Frage nach dem Verhalten von 0% ß (x) in den inneren Punkten des Intervalls — 1,1 kann im Falle 


der Legendreschen Reihe auf Grund eines Resultates von Herrn A. Haar (Reihenentwicklungen nach Legendreschen 
Polynomen, Mathematische Annalen, Bd. 78 (1918), S. 121—136) und in dem allgemeineren Fall der Jacobischen 
Polynome auf Grund eins Resultates von Herrn @. Szegö (Über die Entwicklung einer willkürlichen Funktion 
nach den Polynomen eines Orthogonalsystems, Mathematische Zeitschrift, Bd. 12 (1922). S. 61—94) behandelt 
werden. (In dem letzten Falle sind bezüglich x und 8 gewisse Einschränkungen zu machen.) In beiden Fällen wird 
gezeigt, daß sich die fraglichen Entwicklungen wie gewisse cos-Reihen verhalten. Für solche Reihen hat aber Herr 
L. Fejer in seiner Arbeit über Lebesguesche Konstanten und divergente Fourierreihen (Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 138 (1910), S. 22—53) gezeigt, daß die Lebesgueschen Konstanten = O(logn) sind 


(vgl. im Text den Fälla=ß=—}). Es ist also allenfalls o'* Az) = 0 (logn) für -1<ae<l1l. 
°) Vgl. Anmerkung 4. 
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„75: rat 7) 


0m A) n* (no). 


E Pa+nr(, 5 - +1) 


Füra = —t ist 
or = O (log n) (nn). 
Für -1<a<—} ist 
09 = O(1) (n >o). 
Nach einer Mitteilung, die ich Herrn G. Szegö verdanke, läßt sich übrigens zeigen, 
daß für = —ı 
oe) 4 
> l0g n m 
und für -1<a<—1 


lim om = nn e: Y 9* |Ja+1(0)| dO 
ist, wobei J die Besselsche Funktion bedeutet. (Das letzte Integral konvergiert wegen 
—1<a<—t) 

Hieraus folgt (1) für =ß=0, (5) bzw. (5a) fürra=ß= —|}. 

In $ 1 sollen drei Hilfssätze bewiesen werden, in $ 2 werden die für das Fol- 
gende wichtigen Formeln über Jacobische Polynome zusammengestellt und einige Ab- 
schätzungen derselben hergeleitet. In $ 3 folgt dann der Beweis des eben ausge- 
sprochenen Hauptsatzes. Das (2) entsprechende Integral (4) wird hierbei in drei 
Teile zerlegt, die von —1 bis —1+ e von —1+ebis 1 —e und von 1 —ebis 1 
erstreckt sind. Dabei wird 0 <e< 1 und e genügend klein gewählt, dann aber fest- 
gehalten. In den Fällen a = —4 und —1<xa<—} wird das Intervall 1 — e, 1 
noch weiter zerlegt, und zwar in die Intervalle 1 — e, 1 — e, und 1 — e,„, 1, wobei 
0<&<e und e, eine passend gewählte Nullfolge ist. In $ 4 werden dann die 
obigen Resultate auf den Fall der Legendreschen und der Fourierschen Reihe ange- 
wandt. Ferner zeigen wir hier als Anwendung, daß für -1<a< —} die Ent- 
wicklung (3) einer beliebigen in dem Intervall —i <sr<s1 stetigen Funktion f(x) 
nach den Jacobischen Polynomen für x = 1 konvergiert. 


$ 1. Drei Hilfssätze. 
Hilfssatz I: Die Polynome 
Aylz), Ay), Ayla... Anh: .- 


mögen mit der Belegung p(x) in dem Intervall as x = b ein normiertes Orthogonal- 
system bilden. Es sei 


Ay (X) Ap(z) + Aıl&o) Ar (2) + + An (X) An(z) = Au (8). 
Ist K(x) ein a höchstens (rn — 1)-ten Grades, so gilt 


[pi )(&5 —x) Ru(x) K(a) de =0. 


Der Beweis folgt sofort aus der Tatsache, daß man ein beliebiges Polynom n-ten 
Grades L(x) stets in der Form 
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Ag) + 1A la) ++ mAnl®) 
schreiben kann. Es gilt folglich 


b 


[ pi&) Ru(«) L(a)dx = L(x,). 


Wird speziell für L(x) ein Polynom L(x) = (2, — x) K(x) gewählt, wo Ä(x) ein 
beliebiges Polynom (n — 1)-ten Grades bezeichnet, so ergibt sich die Behauptung. 
Hilfssatz Il: Es seien 
Y,(w) — Eayun und 9,(W) = 2 bau" 
zwei Potenzreihen, deren Cauchysches Produkt mit 
\ — y' N 
Y(w) = 2 On 


bezeichnet werden möge. Es sei ferner 


„-=0(%) und 3=0(5). 
Dann ist: 
1. für 4,,%, >1 


=0(5): 


wobei A = min (A,, A,) Ist; 
2. für , >1>% 


3. für A, <A 


Beweis: Es ist 


Nn— 


[2 
re ; en 


1. Dann ergibt sich sofort 


=0(5)+0() 


-0(J,) 


wobei 4 = min (},, 4,) ist. 


1 


rfs 
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2. Dann ist 


=0(,)+0(,)0(-) 
-0(7 +0): 


und hieraus folgt wegen A,< A, + A, — 1 die Behauptung. 


3. Hier ist 
) ud nn’ =) ud (0 (3) 


1 
= 0 (ai) ‚w.z.b.w. 
Hilfssatz III: Es sei k beliebig reell und —1<x<141. Die Funktion 


u) = A +w+yI Iru FW) 


a (ei) = 2%) 
ist regulär für |w|< 1 und stetig für |w| S1. Sie hat auf dem Kreise |w| = 1 die 
singulären Punkte e”,e ”, wenn x = c08y (!<y<n) gesetzt wird. 

Es gilt 
(6) 0 (-;) 


und zwar gleichmäßig in x für 1—e<sxr<1, wenn e eine genügend kleine positive 
Zahl bedeutet. 
Beweis: 1. Es sei zunächst k >25. Wir schreiben 


z=c008y, wv=e&. 


Dann sind die Randwerte von f(w) für |w| =1 
; = ig ya —eit +7)) (1 — en), 
fie) =(1+e (14 Tan ). 


Wir wählen 9, 0 <y,<r, und 9, 0<g,<r, so klein, daß für 
0 <ysy 
u | <y 
ui \-nSspsm 
die Funktion 


(8) OOGEFNERE VIREN, [ee an „Tank nin 





1-+ er 
die Bedingung 
1 

(9) kp) <-, 
erfüllt. Außerdem sei 

(7°) Yo < Po 
Wir setzen 

(10) cs» =1-— E 
Dann gilt 


. Rn, | k k 
(11) fle!) = [1 + et]! [ B= B h(o) + ( ) [kp)]? + 2 
((<ySsy3 -MSPSP):- 
Setzt man nun 
Journal für Mathematik. Bd. 161. Heft 4. 31 
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(12) Flu) = Fu) —{ +0 + ()) U +W YA wer) we) 


+ (5) (1 + w)2(1 — weir)(1 — we") 





+) + ya were) 


(0 < Y > Yo)» 
so ist F(w) eine für |w|< 1 reguläre und für |w| <s1 stetige Funktion. Auf dem 
Kreise |w| = 1 besitzt sie die beiden singulären Punkte eir, e-”, ferner auch —1, 


wenn k keine ganze Zahl ist. 
Wir können also F(w) für |w| < 1 durch eine Potenzreihe darstellen: 


(13) F(w) - 2 Cw* (w|<41). 
Dabei ist wegen der Stetigkeit von F(w) für |w| s1 


2n 
’ ae 1 [ ig in 
(13’) ro F(er) e'" dp. 
Es soll nun gezeigt werden, daß 


(14) .=0 e& 


ist, und zwar gleichmäßig in y, wenn O<y< y,- 

2. Zu diesem Zweck wollen wir erst einmal nachweisen, daß die Randfunktion 
F(e'*) nach 9 zweimal stetig differentiierbar und daß die zweite Ableitung gleich- 
mäßig in y(O<y=sy,) für alle 9 beschränkt ist. (Sie ist dem absoluten Betrage 
nach kleiner als eine nur von k, y9, 9 abhängige positive Konstante.) 

a) -ASPSM- 

Nach (11) und (12) ist 


Fe) = (1+ er [() [k(p)] + (£) [k(p)P + -- } , 


Nun ist sicher (1 + e'f)* nach 9 zweimal stetig differentiierbar, und die Ab- 
leitungen sind dem absoluten Betrage nach kleiner als eine nur von k abhängige po- 
sitive Konstante. 

Es bleibt also noch die Behauptung für die Reihe in der geschweiften Klammer 
nachzuweisen. Dazu genügt es zu zeigen, daß die beiden durch ein- und zweimalige 
gliedweise Differentiation der Reihe entstehenden Reihen sich durch konvergente 
Reihen mit konstanten Gliedern majorisieren lassen. Es ist 


1, [MIR = ALTE) = ACHT Rp)R’(g) 


=, [Mo] IMpP. 
Nun ist 
(1 — e(wtr)) (1 — e(#-n)) 
N 





[h(p)? = 


für die genannten @-Werte offenbar stetig differentiierbar, und die erste Ableitung 





er DE - u 


V 
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bleibt abolut genommen unterhalb einer nur von y,, 9, abhängigen positiven Schranke. 
Nach (9) ist also für A>4 


ıd 1 7 
(15) FALCO) <K, DE 
wo K,> 0 nur von y,, 9 abhängt. 
Ähnlich ergibt sich 
| d? . „2 
(16) Frl) ı<K, gi ° 


Dabei hängt K,> 0 ebenfalls nur von y,, 9, ab. Aus (15) und (16) ergibt sich so- 
fort die Behauptung. 


b) 9=S|p| Sa. 
Nach (12) ist 


Fler) = fer) —{1 + ent + (1) U + en ya Zewrä) en) 
+) U + end —eietn) (1 — een) 


+) U + ey ZZ. 
Da laut Voraussetzung k>5 und ferner (7’) erfüllt ist, so ist es sofort ersichtlich, 
daß F(e'F) auch für diese Werte von die oben erwähnten Eigenschaften besitzt. 
Wir finden also 


d? | 
(17) de? F(e'r) s M, 
wo M > 0 nur von k, y» $ abhängt. 
Aus (13’) ergibt sich nun durch partielle Integration (n > 0) 


2n 


PR 1 d? i | —in 
a zum) Fr ai Kalk 
und nach (17) 
M 
als (( <y<sy), 


d. h. 


gleichmäßig in y für O<y<Sy, 
3. Man hat nach (12) für |w| <1 


Ko) = 1 + 0 + (1) d + we yÜ wen we) 


u. (5) (1 + w)(1 — wer) (1 — we") 





31* 
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-5 () u" + (N) 2 4 = ‘) 23 (— 1)" 0) eier 5 (— 1)" 0) ein 
+ () (1 — wer) (1 — wer) 3 y z *) w" 


OECD deren le 


=() n=( n=( 


wegen 


9-06) 
fw) = PX, (- u) wr + " 2 50 (3) w" yo (5) ws OÖ (3) w" 
+ ( 2 (1 — weir)(1 en) JO (> ;) w 
PX EAXImLAXIN 
+30) 


und nach Hilfssatz II, 1 


ist 


0 = 0 (*,) (k 2 5) 


n? 
gleichmäßig in y für O<ySy. 
4. Die letzte Abschätzung soll jetzt auf beliebige reelle k verallgemeinert werden. 
Angenommen, sie sei gültig für k> x, wobei x eine ganze positive oder nega- 
tive Zahl sei, so wird gezeigt, daß sie auch für «—1<k<x gültig ist. 


Man betrachte (|w| < 1) 





1 . Eu iy , JE p—i k—1 Feen EEE ERENTO... BU DORRIOLR 
(14 + VE = ea en 


u 1 
> OÖ -) w 


n=0 


++ YA werd — wer) | 








Es ist 





1 _1+w — YA — wer) — we r 





1tw+y(l —wer)i—_wer) 2w(i+cosy) 


Hei DENE DE e—iny pn 





2w(1 + cosy) ? 
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und dies ist wieder nach Hilfssatz II, 1 


== Ye, wer! 
3) 
Dann ist aber auch 
+0 +Yd wer) wer)" Vo( 4 un 
| \n? 


gleichmäßig in y,0 <y<Sy,- 
Damit haben wir den Hilfssatz III vollständig bewiesen. 


$ 2. Über Jacobische Polynome. °) 
1. Die Jacobischen Polynome 
Po" (a), PP), Pa)... Pe%a),... (8, B reell, > —1) 


können durch ihre erzeugende Funktion definiert werden: 


+8 
as) — 4-04 1 ZI FA "U +04 Vi ee Ft 
V1—2rw-+ w2 


v. =, pe P_ Ar 


Pi” (x) ist ein Polynom von genau n-tem Grade mit reellen Koeffizienten, und 
der Koeffizient von x” ist positiv. 

Diese Polynome bilden bekanntlich mit der Belegung (1 — x)” (1 + x)””?) in 
dem Intervall — 1,1 ein Orthogonalsystem, und es gilt 


1 
19)  fa—z)(l +2)’ Pa”(e) Pe” (a)dx 
Mu 
0 fürrmzn 
ee T(n+x+1)T(n+Pß+1) 
Frage +4 +1 T(n+1)T(n+&+ß-+1) 


fürm=n°). 


Es ist ferner 


\& a 3 n(&, #5) Pen (-1f d" 7 a+n n 
(20) (1 —r) (1 .. x) P, (x) = ar | den (1 — | r) (1 + x)” 
und 
(21) Pr(— 2) = (1) PR). 


Wir kennen für diese Polynome folgende von G. Darboux ?) stammende asymptoti- 
sche Formel, welche gleichmäßig in g gilt: 


°) Vgl. hierzu @. Pölya und @. Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis (Berlin 1925), Bd. IT, 
S. 93/94 und $. 292/293. Im folgenden mit P.-S. zitiert. 

7) 1—a"(1+2) it in—1<re<i stets positiv zu nehmen. 

°) Für m=n=0 lese man P+r+ı 1 Ei Rn. 

°) G. Darboux, Sur l’approximation des fonctions de trös grands nombres, et sur une elasse dtendue 
de developpements en serie, Journal de Math6matiques pures et appliquses, (3) Bd. 4 (1878), S. 5-56 und 
Ss. 377—416, 
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(22) PC (cos p) 
zer lesteleertttde-skahlene 


espsa-: 0<e<}). 


Hierbei strebt n,„ = n„(9) mit wachsendem n gegen 0, und zwar gleichmäßig in g. 
Zur Abkürzung werde 


getä+l I(n + & + )T(n+ß-+IM) — 49 11) 


2n+x+ß+1Tn+1)Tn+a+Pp+1) 
gesetzt. Die Polynome 


(23) 








(23) =  —  M=042%... 


bilden dann mit Rücksicht auf (19) mit der Belegung (1 — x)’ (1 + x)” in dem Inter- 


vall — 1,1 ein normiertes Orthogonalsystem. 
2. Wir wollen 


(24) FOREN) = SE”e) 
= (0 


setzen, und es sei Ä(x) ein Polynom von höchstens (n — 1)-tem Grade. Nach Hilfs- 
satz I ergibt sich dann 


1 
(25) [u "A + 2) SEP(x) Kie)de 


1 
- [Mt -a”’ (1 +R) —a)S”(e) K(e)de 
—_ 
-(, 
d.h. die Polynome SY ®(z) bilden mit der Belegung (1 — x)**'(1+x)” in dem 
Intervall — 1,1 ein Orthogonalsystem. Es ist daher 


(26) SEP (z) = KP petlA,) (n = 0,1,2...). 
Ferner gilt !?) 


1 
25) fa" M+ SSR) de 
—1 
e he T(n+&+2)T(n+&+ß+2) 
 Tk&k+)P@n+a+Pß+2) "(n+1)T(n+ß+1) 
Wir finden mit Rücksicht auf (19) 


—a—/—1 
9) _ 2 T(n+a&+ß+2) 
abe) KUHN IntBri) ’ 











1 


aß) _ _° pa 
(26 b) KS = arm" 


de (n-»). 





10) Die hier angegebene Formel ist eine einfache Umformung der Darbouxschen. 
11) Vgl. Anmerkung 8. 
12) Vgl. P.-S., Bd. II, S. 293. 
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3. Es seien hier einige Beispiele genannt '?). Für x = ß = (0 wird 
(27) PR? (2) = Plz), 
fürra=ß=—} 


(28) | 


bzw. (vgl. (23) und (23’)) 


Or) =- 
(28’) ” 





Fürra=ß=} ist 
1.9: -Gn +3) aa + 10 
2:4---(2n +2) sin d 
Wir erwähnen in diesem Zusammenhange noch die Ungleichung: 
‚sin (n +1 
sin d 


(29) p'% (2) = 2 (z = 009; n=0,1,2,...). 





(30) Ficari m 


4. Die ultrasphärischen Polynome 
P®(z), P%(z), PP(z),..., P®x),... A#+0,4> —}) 


sind durch ihre erzeugende Funktion definiert: 


1 BE 7 
(31) Terre 


Wie Jacobi gezeigt hat '%), können wir sie auch in folgender Form darstellen: 


| Po (@) =1, 
R —1)"AT(i+}) I(n + 24) d" 
39 _ 213 DL) — (1) aA) Ana) 
1) JAN) Zi TRHNIRFNTn+iFHdr 
(n =1,2,3,..5 A#0, A>—ı). 
Der Vergleich mit (20) lehrt, daß für «=ß=4-—} die Jacobischen Polynome 
sich von den ultrasphärischen nur um einen konstanten Faktor unterscheiden: 


(1 nn zer t+i3 








(33) Pe”(a)= PH) (+ —ha>—1), 
und zwar finden wir durch Vergleichung von (20) und (32) 
1 fürn =0 
(a) _ 
(33 8) m BEER... _..5 2. _ISn+a+1 fürn=1,2,3,..., 
2x +1)f( +1) T(n+2x +1) 
d. h. 
(33 b) FREE “+ —4, a> —1). 


13) P,-S., Bd. II, S. 94. 
14) P.-S., Bd. II, S.76 und S. 267. 
15) 0. @. J. Jacobi, Untersuchungen über die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe, Journal 
für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 56 (1859), S. 149—165. 
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5. Es sollen jetzt einige Abschätzungen der Jacobischen Polynome hergeleitet 
werden. Wir bezeichnen dabei mit W stets eine positive Konstante, welche nur von 
&, ß, bzw. A abhängt und auf deren genauen Wert es uns weiter nicht ankommt. 

In einer Arbeit 1%) hat Herr E. Kogbetliantz die folgende Ungleichung bewiesen, 


welche für den Spezialfall A = % bereits durch T. J. Stieltjes 7) bekannt war: 
ii 

(4) OT u 

(1 — 22)? 


2) 


EEE THN 
Mit Hilfe von (33) und (33 b) ergibt sifh dann 


(35) 


Wir zeigen weiter, daß 


(36) IP (2)| S Anz 


(-1sıs1; 0 <i<1A); 


denn setzen wir £ = cos y, so folgt aus (31) 


ao & 1 
p\ a SE 
2 Ne = gan 
zn er ÄNyapn u —iny gpn 
2 | n te 2 n dr 


und da 
(" +4 — ') = O0 (nı-1), 


so ist wegen Hilfssatz II, 3 
Pi’ (08 y) =O (n®"), 


und zwar gleichmäßig in y. Das ist aber die Behauptung 


Wegen (33) und (33b) schließen wir aus (36) 
(37) | Pa” (@)]| < An‘ 
(-1srsi; —4<a<h). 


Berücksichtigen wir, daß 


ist, so sehen wir, daß die Ungleichung (35) wegen (28) auch fürx = —— und die 


Ungleichung (37) wegen (28), (29) und (30) auch für = + = gilt. 


16) E. Kogbetliantz, Recherches sur la sommabilit€ des series ultrasph6riques par la methode des moyennes 


arithmetiques, Journal de Math@matiques pures et appliquees, Bd. 3 (9) (1924), S. 107—187. 
'”) Einen besonders einfachen Beweis der Stieltjesschen Ungleichung gibt Herr L. Fejer. (Abschätzungen 


für die Legendreschen und verwandte Polynome, Mathematische Zeitschrift, Bd. 24 (1926), S. 285—298.) 
18) Für 0<A<1 gibt Herr L. Fejer auch hierfür einen elementaren Beweis. (A. a. O. Anmerkung 17.) 
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6. Wir wollen nun die vorigen Abschätzungen auf die Polynome P"” (x) mit be- 
liebigen reellen x, 8 > —1 verallgemeinern. 


Nach (18) ist 
B>3 PEP(z)w" = — (1—w+y1—2zuw + uw)” 
— yı _2xw + u? 
x(i+w+ yi: —2zw-+ u? 2) *, de (+w+Yyi —2xzuw+ w2)” 


BER ++ > PY* (x) w" u" Jr Ph A n 


n=(0 


—ß 


wo c&-®9 die Bedeutung in Hilfssatz III hat. Aus diesem ergibt sich dann für 
1—esre<i1(e> 0 genügend klein) 


= 0(,), 
n? 
und zwar gleichmäßig in «. 
Nun ist 


PA (2) = 2° z re. 


Wir erhalten also bei genügend kleinem &,e>(, 
a. nach (35) und nach Hilfssatz II, 2 

n?3 

re 
(1 — ı1?)? 4 

(-—4soa,—i<ß; 1—esıe<I1i), 
b. nach (37) und Hilfssatz II, 2 
(39) |P®9 (2)| < An* 
(4 sa sth, —i1<ß; 1—esısI). 





(38) IPRADI< A 


$3. Die Lebesgueschen Konstanten. 


Wir wenden nun die vorigen Ergebnisse auf die asymptotische Untersuchung der 
in der Einleitung definierten Lebesgueschen Konstanten 


1 
(40) A - (M—a’A+e | ze ) OP (x) | de 
BE | va 
1 
fu — a’ (1 +2) ISA (z)|de (vgl. (24)) 


an. Nach (26) ist 
ee? = Ki di 1a Ha PR (a)| da 


were 
= KEPL [ 1-2 (+ SPP a) dr 


—ı 


1—E 
+ [tat +2 PR? (a)|de 

—1+8 
+ [1 —2)* (1 +2)? | POP (a) | dr} 


1—e 
Journal für Mathematik. Bd. 161. Heft 4. 32 
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(40) = KRrAıR_ ++ RH}. 
Wir wählen hierbei O< e< 1, außerdem e so klein, daß die Abschätzungsformeln (38) 
und (39) für 1—e sr <1 anwendbar sind. 

1. Zuerst werde das mittlere Integral 


1—e 


(41) „= [f Ma)" (1 +2) | POHVP z)|de 


—1+8 
auf sein Verhalten hin für n >—oo untersucht. Setzen wir x = cos, so folgt aus der 
für die Jacobischen Polynome angegebenen Näherungsformel (22) 


is 


In=/f U-mpfli+mp) Fr Vz (sin u (co N 


FÜ 


netto lerd)]tlsurn 


(<e<? i lim € = 0). 
2’ 0 
Hier konvergiert n, = n„(p) mit wachsenden n gleichmäßig in @ gegen 0. 
Weiter erhalten wir nach einfachen Umformungen 


20 +1 2A+1 | iX" BER 8 
ga&+ß+1 . p ?, | E 9 u | 4 ( e) 
uore / (sin 5) (cos 2 ‚Yan V sin p | u ° 


x coli + tet) „2 + 2)]+ vn dp. 


Bezeichnen wir den Ausdruck unter dem Zeichen des absoluten Betrages mit g,(p) + 





e- 


so ist offenbar 


(42) nf (sin - ) "(cos Wi ! Ig,(9)| — Am} de s I. 


Vn J 
s u | (sin P)” (cos | Ig(p)| + va dp 


Wir betrachten 


2x +1 
Nun liegt ın dem Integrationsintervall (sin f\ (cos p7 unterhalb einer posi- 


tiven nur von &',x, ß abhängigen Zahl, und n, = n,(9) konvergiert in diesem Inter- 
vall gleichmäßig in 9 mit wachsendem n gegen 0. Daraus folgt, daß 


n—e’ 


2%+1 23+1 
[ (sin 2) (cos 4 [Mm dp S— m 


; Van "Yn 


ist, wobei n,„ mit wachsendem n gegen 0 strebt. Dann ergibt sich aus (42) 
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n—e’ 


R 2&+1 2ß+1 / 
nt (u 
si 9 


„ Van 


GL , ualle p\? ‚x+ß+2 70 3\] - 
x (sin 4 (cos 9) cos (n + ’ o— 5 (a a 5)| dp + 7 





n—e 
gara+l x} B+$ / 18142 3\7 
ET Ha nt Herd] 
4 n 


n 


11 \ 
(0 <e<- lime=0; mw =n,(e,%, ß), lim n; = 0). 


Nun ist bekanntlich !?) 


n—e’ 
u —} +4 ı «€ / 2\7 
. 9 Yp x+ß+2 7 3\| 
lım J (sin #) (cos f) co8 fr + o— (a rt 5)| dy 


no L 


2 Mode 
so daß 
BE) 
ET 
d.h. allenfalls | 
(43°) L,= 0 )- 
In, 


Das Integral, welches aus dem in (43) für e’ = 0 hervorgeht, kann fürx> —! 


2 
durch die T'-Funktion ausgedrückt werden. Setzt man nämlich (sin 4 = r, so ergibt 


sich 
1 


f 4 #4}  ._8 a_1 
9 P BR 2°: un 
f (sin 4 (cos 4 dp - | »= %(i— 2)" t! 


0 
rG+H.ra+r) 
Bu ucm 
Daher ist für «> —} 
rend), 
(44) =. R aaa er nn Br 0), 


wobei lim n(e) = 0 ist. 
0 


2. Es soll jetzt das Restintegral R} untersucht werden. 
a. —+<a, —1<P. 





19) Man vergleiche etwa P.-S., Bd. I, S.60 und S. 217, Aufgabe 106. 
32% 
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Nach (38) ist 


1 


& A 
ET a de 
1—e 1-22) 2 “3 
1 & 3 
<Unt [(1—x)? *de 
& ne 1 
(45) Ss %s® *n 3 
b. -1<as—t4}, —i<Pß 
Wir setzen 
l—£n 1 
Rt = [ Me) +a IP Aa)Ide+ [la + IPE" Plz) dr 
1—e l—e£n 
‚LE En 
Ähnlich wie vorher ergibt sich mit Hilfe von (38) 
l—En r 1l—En “_ 3 
[f u’ +a Pr Ma)lde <Unt [(1—z)? *dr 
1—E 1—e 
| An} (108 B log) füra= —4 
< En € 
| f 0 + 1 x ;3 
An-tle: 4 — eg? ‘) für a <—} 
und nach (39) 
1 1 
fa -ey( + PR a)lde <s Ant! [ (1 — ade < Anett rt. 
1—£n l—En 


Daher ist 


An-tlog + (net) für —} 


1 & 1 


Aln ?e2 I +(ne)'] füra<-—}. 


Rn < 


Jetzt werde über e, passend verfügt, und zwar sei &, = Pr Dabei sei n größer 


als eine ganze positive, nur von e abhängige Zahl N, gewählt, so daß die Ungleichung 
0< .,< e erfüllt ist. 


Für x = —} erhält man dann 
(46) Ri = 0 (ER) 
Vn 
und für -Ii<a<—} 
n 1 
(47) R; -0 (5). 


3. Wir betrachten schließlich A). Nach (21) ist 


1 
Rx =/[ 1 — a)’ (1 +2) | PHP (z)| de 


1—e 


3 ‘+1 B ‘+1 


1 | 
s/(1-2)?(1+2)?2 1 —a)?(l4+2)? [PE+) (a)lde, 


1—# 
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also nach der Schwarzschen Ungleichung 
1 1 
RY</[M- AH dl all + Er Petr a) de 
| 
1—t 1—r 
1 


1 
sa/f 1 —-aPdefl a) (+ Rt PR Hr dr. 


1—e —1 


Mit Rücksicht auf (19) ist dann 


B+ı 1 
(48) Rn sUe!n ®. 
4. Für das Verhalten der Lebesgueschen Konstanten wird für «> —} das 
mittlere Integral /,, für -1<xa< —} das Restintegral A, maßgebend sein. 
Da nach (26 b) 


(x, 8) er 1 
BA TH) n 
ist, so ist nach (40’) 
3 —— 
(%,P) — a “+1 + es 
On “Tea +1) {R, +/.+Rr}: 


a. Für > —4 gilt nach (44), (45) und (48) 


erg g+ 


JR SEE... SEE. 3 DE. 
er + BR, ne) 
r(42+1) 
2 

a ... 
lim sup n? Rx <Ue? *, 
oo 4 e+1 
lm sup n?R„ sUe ?. 


(Hierbei ist lim»n(e) =0.) Es ist also für n x 
€) 


‚[& 1 BB. *) 


(&, 3) u +5 


w. z.b. w. 

b. Für x = —} ist nach (43°), (46) und (48) 

n31„=0O(l), ntR} =Ollogn),, n!R, =O(), 
so daß 
0A) = O (logn). 
c. Für -1<a<—} ist nach (43’), (47) und (48) 
nt I„= OU), nr} = 0(—), "RZ = OA), 
n=+3 


so daß 
em =O(l). 
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$ 4. Anwendungen. 


Wir haben schon in der Einleitung erwähnt, daß der Gronwalische Fall der Legendre- 
schen Reihe dem Spezialfall x = ß = 0 entspricht. 

Wenden wir das in Fall 4a, $ 3 gefundene Resultat in diesem Spezialfall an, so 
finden wir: 


n} 
Rp: 3 SB 
r? sin 


was mit (1) übereinstimmt. 

Als zweites Beispiel haben wir den Fejerschen Fall der Fourierreihe angeführt. 
Wir erhalten diesen für =ß= —} (vgl. (28')). 

Das Verhalten von o, fürn >» ergibt sich hier aus dem in Fall Ab, $3 gewon- 
nenen Ergebnis. 

Als letzte Anwendung wollen wir erwähnen, daß in Fall4c, $S3 (-1l<a< —}) 
die Entwicklung (3) einer beliebigen im Intervall — 1,1 stetigen Funktion f(x) nach 


den Jacobischen Polynomen pP (x) für x = 1 konvergiert Dies folgt unmittelbar 
aus einem wohlbekannten Satz von Herrn A. Haar ?°), nach welchem dies sicher dann 
eintritt, wenn die entsprechenden Lebesgueschen Konstanten für n >& beschränkt 
bleiben. Diese Bedingung ist aber in dem vorliegenden Fall erfüllt. 


2) A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (Dissertation, Göttingen 1909). 


Eingegangen 12. November 1928. 
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A simple proof of a Theorem of Kronecker!). 
By L.C. Mathewson in Hanover (New Hampshire, U. S. A.). 


Kronecker was the first to give an explicit proof of the following, one of the fun- 
damental theorems of finite group theory. 

Theorem. Every non-cyelic abelian group is the direct product of independent cyelic 
groups ?). 

Since “an abelian group is the direct product of its Sylow subgroups”’, in order 
to establish Kronecker’s Theorem, we have but to show that “a non-cyclie abelian group 
of order p” (p a prime) is the direet product of independent cyclie groups’. 

Lemma. /fGisanon-cyclic abelian group of order p" (p a prime) and s is an operator 
of highest period in G, then G is the direct product of the cyclie group S generated by s, and 
a largest subgroup in G having only the identity in common with S; in other words, G is 
the direct product of S and G/S°). 

Suppose s is of period p" where m, <m. Let H be any largest G G/H 
subgroup of G having only the identity in S, the ceyclie group generated y 7 


by s. We shall use mathematical induction in the proof. The Lemma is r 
known true for p? and we assume it true for powers of p less than the _____ $’ 
m-th. Hs’ s” 


It is easily seen that “if Z is an invariant subgroup of a group R and 
if K is any subgroup of R having only the identity in common with Z, 
then the quotient group R/L contains a subgroup (or else itself is) simply 
isomorphic with Ä.” Here then (see diagram) G/H contains a subgroup $’ 
generated by s’ and simply isomorphic with 5. Now G/H cannot contain 
any operator outside 5’; for ıf ıt did, G/H/ would by the assumption that the 
Lemma is true for powers of p less than the m-th, equal the product of $S’ and another sub- 
group (call it 7) not /, having only / in common with 5’. And corresponding to 7, by 
quotient group theory, there would be in G a subgroup containing FH and other ope- 
rators and having only the identity in common with 5. But from the original hypothesis 
this is impossible.. Hence, G/H = $’, and G is the direct product of S and H, for “if 
L and K, two invariant subgroups of a group AR, have only the identity in common, 
and if R/L = K abstractly, then R is the direct product of L and K” *). 

The quotient group G/S is abelian and its order a power of p. Applying the Lemma 
to this quotient group, then to the resulting ones until the final quotient group is eycliec, 
we have a proof that “a non-cyclic abelian group of order p" (p a prime) is the direct 
product of independent cyclice groups’. 





!) Presented to the American Mathematical Society, Feb. 27, 1926. 
?) Berliner Sitzungsberichte 1870, pp. 881—889. 

3) Cf. Miller, Blichfeldt and Dickson, Finite Groups, (1916), p. 88. 
4) Cf. American Journal of Mathematics, vol. 42 (1920), p. 125. 






Eingegangen 22. Juni 1929. 








